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Avant Propos

Ceci est un avant projet d'un manuel de la partie Algebre du cours
de Mathématiques de premiéres années LMD Sciences et techniques
et Mathématiques et informatique. Il peut aussi étre utilement utilisé
par les étudiants d’autres paliers aussi bien en sciences et sciences et
techniques que ceux de Biologie, Sciences économiques ou autre.

Il sera composé de trois partie.

Cette premiére partie est un peu les mathématiques générales

La deuxiéme portera sur une introduction a l’algebre linéaire

La troisieme au calcul matriciel, qui est en fait le but ultime de ce
cours.

Toutes les remarques et commentaires sont les bienvenus de la
part des étudiants ainsi que de la part d’enseignants ou spécialistes
en mathématiques ou utilisateurs de mathématiques.

Ces remarques et commentaires nous permettront certainement
d’ameéliorer le contenu ainsi que la présentation de la version finale.

Elles peuvent étre envoyées a :

mustapha.mechab@gmail.com

Pr. Nustapha Nechab.
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Chapitre

ELEMENTS DE LOGIQUE

Dans ce chapitre on se limitera a I'introduction des premiers éléments de la logique classique.

Définition 1.1 On appelle proposition logique toute relation P qui est soit vraie soit fausse.
e Quand la proposition est vraie, on lui affecte la valeur 1
e Quand la proposition est fausse, on lui affecte la valeur 0. !

Ces valeurs sont appelées “Valeurs de vérité de la proposition”.

Alinsi, pour définir une proposition logique, il suffit de donner ses valeurs de vérités. En géné-
ral, on met ces valeurs dans un tableu qu’on nommera “Table de vérités” ou “Tableau de vérités”

L’Equivalence <= : On dit que deux propositions logiques P et O sont logiquement
équivalentes, ou équivalentes, si elles ont les mémes valeurs de vérité. On note : P < Q.
Sa table de vérités est donnée par :

P 0|01
Q 01101
P«—Q|1|0]|0]1

Il est clair que Si O, P et Q sont trois propositions logiques, alors : si O est équivalente a
P et P équivalente a Q, alors O est équivalente a Q .

1.1 Opérations Logiques

1.1.1 La négation —:

Etant donnée une proposition logique P, on appelle négation de P la proposition logique
P, qu’on note aussi =P, qui est fausse quand P est vraie et qui est vraie quand P est fausse,
donc on peut la représenter comme suit :

'Le fait qu’une proposition ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1 provient d’un principe fondamental de la
logique “classique” qui est : Le principe du tiers exclu, & savoir qu’une proposition logique ne peut pas étre vraie
et fausse a la fois.
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A

En établissant les tables de vérités des propositions (P <= Q) et (f — @), on déduit
que :

(1.1) (P+—= Q) — (P Q)

De méme, la table de vérités de P est la suivante :

|
]

on voit qu’elle est identique a celle de P, par suite :

Propriété 1.1 La négation de la négation d’une proposition logique P est équivalente a P,
donc :

P P

Remarque 1.1 Pour définir une proposition logique P, il suffit de donner les situations ot
elle est Vraie, dans le reste des situations la proposition P étant Fausse et inversement si on
connait les situations ou P est Fausse, dans le reste des situations P est Vraie.

1.1.2 La Conjonction A

Etant données deux propositions logiques P et Q, on appelle conjonction de P et Q, la
proposition logique P A Q qui est Vraie quand P et Q sont vraies a la fois. Sa table de vérités
est donnée par :

of [o]1 P JoJo[1]1
0 ou Q |0]1 1
1 o1 PAQJO[0]0]1

Propriété 1.2 Soit P une proposition logique, alors P AP est une proposition fausse.

Preuve :  Pour montrer cela, il suffit de remarque que la table de vérités de P A P est la
suivante :
P 01
P 1
PAP|0]0
O
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1.1.3 La Disjonction V :

Etant données deux propositions logiques P et Q, on appelle disjonction de P et O, la
proposition logique P V Q qui est Vraie si I'une des propositions logiques P ou Q est vraie. Sa
table de vérités est donnée par :

of [o]1 P JoJo[1]1
01 ou O |0]1]0]|1
1 11 Pvalo[1[1]1

Propriété 1.3 Soit P une proposition logique, alors P AP est une proposition fausse et P\ P
est toujours vraie.

Preuve :  Pour montrer cel, il suffit de remarque que la table de vérités de PV P est la
suivante :

P 101
P
PVP 1|1

1.1.4 Reégles de De Morgan

Propriété 1.4 (Régles de De Morgan) ?° Soient P et Q deux propositions logiques, alors :
1. PANQ<=PVO.
2. PVQ <= PAQ.

Preuve : On établit la preuve de ces régles en donnant les valeurs de vérités des propositions
logiques correspondantes.

PAQ
(PAQ)

P Jofof1]1
O Jol1]o]1
P J1]1]o]o0
Q |1]/0]1]0
Pvo [1]1]1]0
PAOQ [1]0]0]0
PvO [0]1]1]1
(PvQ)|1/0]0]|0

olofo]1

1{1]1]0

On voit que les propositions logiques (P V Q) et (P A Q) ont les mémes valeurs de vérité,
V

A
donc elles sont équivalentes. De méme pour (P A Q) et P

Q. O

2Connues aussi sous 'appellation de : Loi de dualité .
3De Morgan Auguste : Mathématicien britannique (Madurai Tamil Nadu (Inde) 1806 - Londres 1871). Il
est le fondateur avec Boole de la logique moderne.
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1.1.5 L’Implication = :

Etant données deux propositions logiques P et Q, on note (P = Q), la proposition
logique qui est Fausse si P est Vraie et Q est Fausse.
Quand la proposition (P = Q) est Vraie, on dit que la proposition P implique la proposition
Q.

De cette définition, on obtient la table de vérités suivante :

of [o]1 P JoJoJ1]1
0 (1|0 ou Q 0111011
1 [1]1 P=Q1L|1]0]1

Etant données deux propositions logiques P et Q, alors la table de vérités de Q V P est la
suivante :

of [0]1 P JoJoJ1]1
110 ou Q
1 |11 OQVPIl1]1]0]1

On voit que cette table est identique a celle de (73 == Q), donc :
(1.2) (73:> Q) — (Q\/T?)

1.1.6 La contraposée.

Le travail des scientifiques consiste a établir a partir de certaines données ou hypotheéses
d’autres propriétés. Si on note P les données ou hypothéses qu’on a et Q les propriétés qu'on

veut établir, alors tout revient & démontrer que (73 = Q) est vraie. Ce qui nous fait dire que
la tache des mathématiques consiste en la démonstration d’implications.
Dans certaines situations, il est difficile de montrer directement l'implication (77 — Q>

alors on essaye de donner une autre proposition équivalente qui pourrait étre plus facile a établir.

Propriété 1.5 FEtant données deux propositions logiques P et Q, alors les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

- (P=29)

- (@=7P)
La deuxieme tmplication est appelée Contraposée de la premiére implication.

Preuve : On donnera la preuve de cette équivalence de deux maniére différentes.

1. En utilisant ’équivalence (1.2) on obtient

(Q=7P)

|

|
IR
oIe ol
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donc : (Q=7P) < (P = Q).
2. En utilisant les valeurs de vérité des implications (P = Q) et (Q == P), on obtient :
P 00|11
Q 0(1(0|1
P=0Q|1]|1|0]1
Q 1/0[1]0
P 1/1]0]0
O=P|1[1l]0]1
d’ou on déduit que : (P= Q) < (Q = P).

1.1.7 La réciproque

Etant données P et () deux propositions logiques, on appelle la Réciroque de I'implication
(P - Q) la proposition

(e=)

1.2 Propriétés des opérations logiques

Propriété 1.6 Soient O, P et Q trois propositions logiques, alors
1. ((O VP)V Q) = ((9 vV (PV Q)) (Associativité de V)
2, <(O AP) A Q) (
3. (OVP)AQ) <= <((’) AP)V (O A Q)) (Distributivité de A par rapport a V)
/. <((’) AP)V Q) (
5. (((’) = P)A\N (P = Q)) — (0= Q). (Transitivité¢ de =>).

OAN(PAQ) ) (Associativité de A)
(OVO)A(PV Q)> (Distributivité de V par rapport a A).
Preuve : On se limitera a la preuve des trois derniéres propriétés.

3. Dans le tableau suivant, on remarque que les propositions [((’) VP)A Q} et [(O AP)V

(OA Q)} ont les mémes valeurs de vérité.

%)
P
Q
OANO
PAQ
OANP)V(OA Q)
OVP
OVP)AQ

(=] Nen) Neul Hev) Hev) Hevl Ren) Nan)
[N Neol Nen) Nen) Neol Bl Nen)
== = =] O == O
(=N Hevl Hewl Nev) Rawl el B
el e e k=l e e =
el i e e e e e R

(el i Hewl Neol Rewl Na) Bl o

(o) Hew) Hew) ool Bewl il Neo) Newl
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donc : [(OVP)/\Q] = [(O/\P)\/(O/\Q) :

4. De méme, dans le tableau suivant on remarque que les propositions |(O A P) V Q] et

[((’) VO)A(PV Q)] ont les mémes valeurs de vérité.

O

P

Q
(OAP)
(OANP)VQ
(OV Q)
(PV Q)

(OVO)A(PV Q)

[en) Bl Henl Nenll Henl Hen) Ran) Ran)
e e i i k= ) k=l =
(e} B o Nl Nenll Nenl Renl il Ren)
e i e e k=l e i =
[l Nl Neol Reol Nen) Nen) o
e e i e k= e R
e e e e Rl I
e e e I Y

done : (OAP)\/Q}@)[(O\/Q)/\(PVQ)].
5. Notons R la proposition logique :
((0=P)r(P=9Q)= (0= 0Q)
En utilisant la définition de I'implication et les propriétés précédentes, on obtient :

R = [(0=PrP=09)=(0=0)]

= [((’):>Q)\/<(O:>P)/\(P:>Q)>]

— [(O:>Q) (0=PvP=29)
— [ )v(PvO vV (Q vTD))]
— [Qv@)v(PAO V@A?:?))]
— [(Qv@)v((PAO)v@AP))]

Ainsi, pour montrer que la proposition R est vraie, il suffit de montrer que toutes ses valeurs
de vérité sont égales a 1. On a :

O JoJoJoJo[1]1]1]1
P Jolof1][1]lo]ol1]1
o lof1lof1]ol1]o]1
QvO |1|1]|1/1]l0|1|l0]1
PAOlOlO]O]O]1]1]0]0
QAP lofol1|o]olo]1]0
R O [1[1l1l1]1]1]1]1

ce qui montre la véracité de R, donc la transitivité de I'implication.
O
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Propriété 1.7 FEtant données deux propositions logiques P et Q, alors
P Q<= [([P= Q) A (Q=P)]
Preuve : Comme :

(P= QA (Q=P)] <= (QVP)A(PVQ)

en utilisant la table de vérités suivante :

P olo[1]1

Q 0[1/0]1

P 1[1]o0]o0

Q 1{0/11]0
QVP 111101
PVvQ 11011
(QVP)A(PVQ)|[1]0]0]1
PAQ olofo0]1
PAQ 1{olo]o
(QAP)V(PAQ)|[1]0]0]1
P<— QO 1710011

on déduit que
[P+ Q]+ [P = Q) A (Q = P)]
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Chapitre

ELEMENTS DE LA THEORIE DES
ENSEMBLES

2.1 Les Ensembles

Définition 2.1 On appelle ensemble E toute collection d’objets, appelés éléments de [’ensemble
E. Si le nombre de ces objets est fini, on l'appelle cardinal de E et on le note card(FE), si E
posséde une infinité d’éléments, on dit qu’il est de cardinal infini et on note CardE = oc.

Si un objet x est un élément de E, on dit que x appartient a E et on note x € E. Si x n’est
pas un €lément de E, on note v € E.

Pour définir un ensemble,
— ou bien on connait la liste de tous ses éléments, on dit alors que I’ensemble est donné “par
Extension”,
— ou bien on connait seulement les relations qui lient les éléments et qui nous permettent
de les retrouver tous, on dit alors que I’ensemble est donné par “ Compréhension’.
— Pour représenter un ensemble F, on met les objets qui forment ’enlemble entre deux
accolades.

Exemple 2.1
—  Soit A l'ensemble des étudiants de premiére année SETI (Sciences Exactes, Technologie
et Informatique). On ne connait pas tous ces étudiants mais on peut bien les retrouver,
donc A est un ensemble donné par compréhension.

- Soit B={1,3,a,y,7,0}. B est défini par extension, car on connait tous ses éléments.
Le cardinal de B est égal a 6 (card(B) = 6).

— Il arrive de représenter un ensemble par un diagramme de Venn'.

'Venn John : mathématicien et logicien britannique, (Hull 1834 - Cambridge 1923). Célébre pour avoir
congu ses diagrammes qu’il présenta en 1881, lesquels sont employés dans beaucoup de domaines, en théorie
des ensembles, en probabilité, en logique, en statistique et en informatique. Elu membre de la Royal Society en
1883.
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L’ensemble E = {a,Od,v, A, 3}.

L’un des axiomes de la téorie des ensembles, est que :
Il existe un ensemble, appelé I’ensemble vide et noté (), qui ne contient aucun

élément.
On a alors Card(0) = 0.

Un ensemble contenant un seul élément est appelé “Singleton”, donc de cardinal égal a 1.

2.1.1 Les quantificateurs

On utilise les symboles suivants :
1. 3 le quantificateur existentiel. On écrit dz pour lire “I] existe x”.
2. V  le quantificateur universel. On écrit V x pour lire “ Pour tout x”.

3. On écrit dlz pour lire “II existe un unique x”.

En utilisant ces quantificateurs, pour A un ensemble on a :
- A=0<=Vr(z & A

A est un singleton <= dla(z € A)
— dz ((a:EA)/\ (Vy(yeA:y:w))>

2.1.2 Parties d’un ensemble

Définition 2.2 On dit qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, ou que A est une
partie de ’ensemble B, ou que A est un sous ensemble de B si tout élément de A est un élément
de B. On note A C B et on a formellement :

ACB<«<=Vz(re A= x € B)
Quand A n’est pas une partie de B, on note A ¢ B et on a formellement :

AZ¢ B<= Joz((r € A)AN(x & B))

Le Cours d’Algébre. -14- Par 9. 9Mechab
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L’ensemble de toutes les parties d’ un ensemble A est noté P(A). ?

Exemple :  Soit A = {a, «, O}, alors
P(4) = {0.{a} {0} {0} {a,a}. {a. O} {a, O}, 4}
Propriété 2.1 Soit A un ensemble, alors ) € P(A) et A € P(A).

Définition 2.3 Soient A et B deux ensembles, on dit que A est égal a B, on note A = B, s’ils
ont les mémes éléments.

Formellement on a :
A=B <= <Vx(xeA<:>xeB))

— ((ACB)/\(BCA))

2.1.3 Opérations sur les ensembles

Définition 2.4 Soient A et B deux ensembles.
— On appelle intersection de A et B, l’ensemble, noté AN B, des éléments de A appartenant

ausst a B.
— On appelle réunion de A et B, ’ensemble, noté AU B, des éléments de A et de ceux de

B.

Formellement, on a :
ANB={x; (x€ A) A (z € B)}.
AUB={z; (x€ A)V (z € B)}.

Exemple 2.2 Soient A ={a,c,1,5,«,v,0} et B=1{(,n,7,a,z,z2}, alors :

AﬂB:{a,'y} et AUB:{a7C71,5,O{,7,D,C,’I]7[L”Z}.

Propriété 2.2 Soient A et B deux ensembles, alors
- (ANnBCAAN(ANBCB)
- (ACAUB)A(BCAUB)

Si Z € P(A), on note :

- (Y ={x; VY eZ zeY)}
vez

- UY:{x; FYeZ xeY)}.

YeZ

2L’ensemble de tous les ensembles n’existe pas.
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Définition 2.5 Si AN B =), on dit que A et B sont deux ensembles disjoints, et si de plus
E = AUB, on dit que A est le complémentaire de B dans E, ou que A et B sont deuz ensembles
complémentaires dans E, et on note :

On note aussi :
A=FE\B

En d’autres termes,

Propriété 2.3 Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de A
dans E Uensemble CpA des éléments de E qui ne sont pas dans A.

Formellement on a :

EEA:{er; xng}

Avant de donner un exemple, on remarque que si E est un ensemble alors ) C E et
(Vx e E, x ¢ (), donc : Cel=FE .

Exemple 2.3 Soient E = {1,@,04,3,[,% D,E,&,Q} et A= {1,@,&,*}, alors :

Cpd — {3,z,%m,e,:.}

Propriété 2.4 Soient E un ensemble et A et B deux parties de E, alors :
1. Ac B<=(zB c(CgA.
2. Cp (CpA) = A.
3. Cp(AnB)=CzA U CeB
4. Cg(AuB)=CgA N CB

Preuve :
1. Ona
ACB «— Ver<(xeA):>(xeB))
< Vzek <(x ¢B)— (x & A)) Contrapposée de 'implication
< VzekF <(xECEB):(xECEA)>
<~ (zBclpA
donc

AcCc B<=(CzB c(CgA.
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2. Soit x € E, alors

> (zelpA)
— (¢ A
— (ze€A
donc
Ce (CeA) =4.
3. Soit x € E, alors
v €lp(ANB) < x¢ANB
— (¢ AV (r¢&B)
<= (v€CgA)V (zelgB)
< z¢€(CpAuClyB)

donc

4. Soit x € E, alors

r€lp(AUB) <— 2¢AUB

— (€A N(x¢B)

< (ZL‘ECEA)/\(ZEECEB)

< z¢€(CgAnCgB)
donc

Cz(AuB) = (CzANCeB) .
O

De la premiére propriété on déduit que : CkE=0.

Définition 2.6 On appelle partition d’un ensemble E, toute famille F C P(E) telle que :

1. Les éléments de la famille F sont disjoints deux a deux, c’est a dire
VA BeF, ANB=10

2. La famille F recouvre ’ensemble E ou que F est un recouvrement de E, c’est a dire

UJAa=kE

AeF

Propriété 2.5 Soit E un ensemble, alors pour toute partie A de E, F = {EEA,A} est une
partition de E.

Exemple 2.4 Soit £ ={1,a,¢,3,b,¢,d, o, 3,7}, alors :
F= {{a,”y}, {d,a, 3}, {c, 1}, {3,¢}, {b}} est une partition de l’ensemble E. O
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Définition 2.7 Soient A et B deux ensembles non vides, on note A x B l’ensemble des couples

ordonnés (z,y) tels que x € A ety € B. Il est appelé produit cartésien® des ensembles A et B.
On convient que

V(z,y), (@y) €AX B, (z,y)=@"y) = ((w =) A (y= y’))-
Exemple 2.5 Soient A = {1,5, D} et B = {a,a,&,@,ﬁ}, alors

axB = {(1,a),(5,0),(0,a),(1,0), (5.0),(0,0), (1, &), (5. &), (O, &)
(1,9), (5,9).(5,9), (1, 8), (5, 4), (0, &)}

Bxa = {(a1),(05),(0),(a1)(,5),(@,0), (1), (&5), (%0)
(©,1),(©,5),(9,0), (4,1, (#,5), (4,0}

Remarque 2.1 A x B= B x A si et seulement si A = B.

2.2 Applications et Fonctions

Définition 2.8 On appelle application d’un ensemble E dans un ensemble F', toute correspon-
dance f entre les éléments de E et ceur de F' qui a tout élément x € E fait correspondre un
unique élément y € F noté f(z).
-y = f(x) est appelé image de x et x est un antécédant de y.
— On représente l'application f de E dans F par f : E — F. E est appelé ensemble de
départ et F' ’ensemble d’arrivée de l’application f.

Une correspondance entre E et F' est représentée par :  f: E ~» F

Une application f entre E et F' est aussi représentée par :
f: E — F
r — f(z)

Formellement, une correspondance f entre deux ensembles non vides est une application si
et seulement si :

Vi, o' € E ((x = 2') = (f(z) = f(z') )).

Exemple 2.6 L’application Idg : E — FE telle que
Vo ek, ldp(z) ==z

est appelée application identité sur E.

SDESCARTES René : Philosophe, physicien et mathématicien frangais (La Haye 1596-Stockholm 1650). 11
créa ’algébre des polynomes , avec Fermat il fonda la géométrie analytique. Ennonga les propriétés fondamentales
des équations algébriques et simplifia les notations algébriques en adoptant les premiéres lettres de ’alphabet
pour désigner les constantes et les derniéres lettres pour désigner les variables. Publia “Le Discours de la
méthode”, qui est une référence pour le raisonnement logique. Découvrit aussi les principes (régles) de 'optique
géométrique.
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Exemple 2.7 Soient E et F' deur ensembles non vides et a un élément de F, alors la corres-
pondance f de E dans F' définie par :

Ve e F, T~
est une application dite application constante.

Exemple 2.8

Cette correspondance n’est pas une application car il existe un élément d € E qui n’a pas d’image
dans F'.

Exemple 2.9

Cette correspondance n’est pas une application car il existe un élément a € E qui a deux images o
et & dans F.

Exemple 2.10
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Cette correspondance est une application malgré qu’il existe des éléments de F' qui n’ont pas d’an-
técedents dans E et plusieurs éléments de E qui ont une méme image dans F.

Définition 2.9 On dit que deux applications f et g sont égales si :

1. Elles ont un méme ensemble de départ E et un méme ensemble d’arrivée F'.

2. VxekE, f(z)=gx).
Exemple 2.11 On considére les applications suivantes®

fr R — R g: R — R, h: R, — R k: R, — IRy

xr — 2 r — x? r — a2 r —

alors :

f # g, car elles n’ont pas le méme ensemble d’arrivée.
f # h, car elles n’ont pas le méme ensemble de départ.
f # k, car elles n’ont pas ni le méme ensemble de départ ni le méme ensemble d’arrivée.

Définition 2.10 On appelle graphe d’une application f : E — F', l’ensemble

Iy ={(z, f(z)), z € E}

En fait, la définition d’une application f revient a la donnée d'un sous ensemble I'y de £/ x F’
tel que

Vo), @ y) el ((0y)=@\y) = =2

2.2.1 Composition d’applications

Définition 2.11 Soient f : E — F et g: F — G, on note g o f l'application de E dans G
définie par :
Ve e E, gof(x)=g(f(z))

Cette application® est appelée composée des applications f et g.

Exemple 2.12 FEtant données les applications

f: ]R, — ]R,+ et qg: IR,+ — ]R,+
r — x? r —

alors
gof: R — Ry et fog: Ry — Ry

x — (223 =2° x  — (2%)? =2f

1l est claire que .

4R est I'ensemble des nombres réels.
® go f est une application car pour =, 2’ € E, si x = 2’ alors f(x) = f(2') car f est une application et
comme g est une application alors g(f(x)) = ( (")), donc g o f(x) = go f(z').
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2.2.2 Restriction et prolongement d’une application

Définition 2.12 FEtant donnée une application f: E — F.

1. On appelle restriction de f a un sous ensemble non vide X de E, 'application g : X — F
telle que
VeeX, g(x)=f(z)

On noteg:f/X.

2. Etant donné un ensemble G tel que E C G, on appelle prolongement de l’application f a
I’ensemble G, toute application h de G dans F telle que f est la restriction de h a E.

D’aprés cette définition, f est un prolongement de f /X a k.

Remarque 2.2 Si F' n’est pas un singleton, alors le prolongement de f n’est pas unique.

Exemple 2.13 Etant donnée ’application
f . IR+ — R

r — logx

alors

g: R — R et h: R — R

r — loglz| r — log(2|z| —x)

sont deuz prolongements différents de f a IR.

2.2.3 Images et images réciproques
Définition 2.13 Soient AC E et M C F.
1. On appelle image de A par f, l'ensemble des images des éléments de A noté :

f(A) ={f(x), ze A} CF

2. On appelle image réciproque de M par f, l’ensemble des antécédents des éléments de M,
noté

ff'iM)={x € E, f(x)eM}CE
Formellement on a :

VyeF, (yef(A) — 3reA, yzf(:zc))
VaxekFE, (xeffl(M) = f(x)EM)

Remarque 2.3 FEtant données deux applications f : E — F et g : F' — G, alors on peut
définir Uapplication composée go f : E — G, si f(E) C F'.
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Exemple 2.14 Soient

f: R — R ot h: R, — 1R
r — 2’ r — logx

alors ho f est définie par :
hof: R — R
r — loga?
Proposition 2.1 Soient f: E — F, A, BC E et M, N C F, alors

1. f(AUB) = f(A)U f(B)

2. f(ANB) C f(A)N f(B)
8. fTHMUN) = fY(M)u fH(N)
4. fTHMAON) = fHM) N fHN)
5 f7(CpM) =Cpf (M)
Preuve :
1. Soit y € F, alors
y € f(AUB) dr e AUB; y= f(z)

| (@wev@eB)A(y=f@)]
| (e Ay =)V

Be(@e Aty =f@)| v [3e(@eB) Ay =f@)]
(y € f(A)V (y e f(B)
y € f(A)U f(B)

B) = f(A)U f(B).

—
8
m

Z
>

<

I
~

8
~—
~—

MIHIM

C

ce qui montre que f(A

2. Soit y € F, alors

ye f(ANB) < dre ANB; y= f(x)

= EIx((xEA) (x € B)A(y = f(x) )
= Elx[((xGA fx)) (x € B) A ))}
= [EIx((xEA x))] [ ( y:f(:c))ﬂ
= (y € f(A) A (yEf(
— ye f(AN[f(B)

ce qui montre que f(ANB) C f(A) N f(B).

3. Soit z € E, alors
z€ f~HMUN) f(r)e MUN
(f() e )V (f2) € W)

(a: € f’l(M)> % (:v € f’l(N)>
v e fTHM)UfHN)

1eey
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ce qui montre que f~Y(M UN) = f~Y(M)U f~1(N).

4. Soit z € E, alors

r € fH(MnNN) (x) e MNN

ce qui montre que f~{(M NN) = f~YM)n f~1(N).

5. Soit x € E, alors

ze [~ (CpM) f(x) e CpM
(f@) e F) A (f) ¢ M)
(x € E) A (x & fﬁl(M)>
x € Cpf~Y(M)

rere

ce qui montre que f~' (Cp) =Cpf~(M).

Remarque 2.4 Les ensembles Cpf(A) et f (CEA) ne sont pas toujours comparables.

Exemple 2.15 Soient £ = {a,ﬁ,’y,‘}, F = {E,C,@,} et Uapplication f : E — F définie
par :

On considere ’ensemble A = {a,’y}, alors
- f) ={ech et Crra) = ()

- Cod={p.a} et fCo)={0c}
donc Crf(A) ¢ f(CxA) et f(CpA) ¢ Crf(A), c’est a dire que Crpf(A) et f(CpA) ne sont
pas comparables dans cet exemple.
O

On peut prendre le deuxiéme exemple suivant.
Exemple 2.16 Etant donnés £ = {—3,-2,—1,0,1,2,3,4}, FF ={-1,0,1,2,4,5,9,10,16} et
Papplication f: E — F définie par :

VreE, f(x)=2"

On considére Uensemble A = {0,1,2,4}, alors CgA = {-3,-2,—1,3}, f(A) = {0,1,4,16},
f(CeA) ={1,4,9} et Cpf(A) = {-1,2,5,9,10}, donc

Crf(A) ¢ f(CeA) et f(CpA) Z Crf(A),
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c’est a dire que Cpf(A) et f(CpA) ne sont pas comparables.

Mais si on prend B = {—2,—1,0,1,2}, alors :
CuB ={-3,4}, f(B) ={0,1,4}, f (CzB) = {9,16} et Crf(B) = {-1,2,5,9,10,16}

donc

/ (CEB) cCrf(B) .

2.2.4 Applications injectives, surjectives, bijectives

Définition 2.14 On dit que :
1. f est injective si tout élément de F' possede au plus un antécédant.
2. f est surjective si tout élément de F' possede au moins un antécédant.

3. f est bijective si elle est injective et surjective

La premiére propriété est équivalente a dire que deux éléments distincts de E ne peuvent pas
étre des antécédents d’'un méme élément de F', ce qui revient formellement a :

[ injective <=V z, v/ € B, (z #£2' = f(x) # f(2'))

En prenant la contrapposée de I'implication, dans la deuxiéme proposition de cette équivalence,
on obtient

f injective <=V x, 2/ € B, (f(x) = f(2)) = =z =2')

De méme

f surjective <=VyeF, Jx € E, f(z)=y

d’ou on déduit :

f bijective <=V yecF, Iz ecF; f(z)=uy.

L’application réciproque

Proposition 2.2 Une application f : E — F est bijective si et seulement si il existe une
unique application g : F' — E telle que

fog=1Idr et gof = Idg.

On dit que f est inversible et g, notée f~1, est appelée “Iapplication réciproque” ou “Iappli-
cation inverse” de f.
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Preuve :
I.) Supposons qu’il existe une application g : FF — E telle que

fog=1I1dr et gof = Idg.

Montrons que f est bijective.

1. Soit y € F, comme fog = Idp alors fog(y) = y, par suite il existe z = g(y) € E tel que
f(z) =y, ce qui montre que f est surjective.

2. Soient x, ' € E, comme gof = Idg alors gof(x) = = et gof(x’) = 2/, par suite :

f(x) = f(a") = g(f(z)) =g(f(z')) car g application
= gof(z) = gof(z')
— =21

ce qui montre que f est injective.
De 1. et 2. on déduit que f est bijective.

I1.) Supposons que f est bijective.
Construisons 'unique application g : F' — E telle que

fog=1Idr et gof =Idg.

f étant bijective, alors : Yy € F, Az € E; y= f(x).
Ainsi, a tout élément y € F', on fait associer un unique élément z € E, qu’on notera g(z), tel
que f(x) =y. On définit ainsi une application

g: F — FE
y — gly) ==

Montrons que fog = Idr et gof = Ildg..

1. Soit y € F, alors g(y) = x, avec f(x) =y, donc

fogly) = flgly) = f(x) =y,

ce qui montre que : fog=Idp.
2. Soit x € E, alors pour y = f(z) on a g(y) = x, par suite

go f(x) =g(f(z)) = g(y) = =,

ce qui montre que : go f = Idg.
3. Montrons 'unicité de g. Soit ¢g; : F — FE vérifiant les deux propriétés précédentes,
alors pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x), donc

g1(y) = g1 (f(x)) = gro f(z) = Idg(x) = go f(x) = g(f(z)) = g(y)

ce qui montre que g; = g.
O
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Exemple 2.17 On considere l'application

f: R\{2} — F

T+
Tr— 2

e e

avec ' un sous ensemble de R.
Déterminer F' pour que 'application f soit bijective et donner 'application inverse de f.

Montrer que f est bijective revient a examiner l'existence de solution de l’équation
y = f(z), pour tout y € F.

Soit y € F', alors

T+5
= < =
y=f(z) y=—
— ylr—2)=x+5
— yr—r=05+2y
— z(y—1)=5+2y
5+2
= = +2y siy#1
y_
ce qui montre que :
5+2
vyeR\{1) Se="TTh g =)
e e 5+ 2y
pour montrer que f est bijective, il reste a voir si x = € R\{2} 7.
y_
On a:
o+ 2
+1y=2 = 5+2=2y—1)
y_
<= 5= -2 ce quiest impossible
5+ 2y

ce qui montre que 1 € R\{2}, par suite :

5+ 2y
y—1

Vy e R\{l}, 3z = € R\{2}; y = f(z)

donc f est bijective si F' = IR\{1} et 'inverse de f est :

70 R\{1} — R\{2}
5+ 2y

y —

y—1
O

Remarque 2.5 1] est clair que si f est bijective, il en est de méme de f~' et on a (f71)7' = f.
On dit que f est une bijection entre E et ' et que E et F sont deux ensembles équipotents.

Proposition 2.3 Soient f: E — F et g: F — G, alors
1. (f ingective ) A (g injective ) = (g o f injective ).
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2. (f surjective ) A (g surjective ) = (g o f surjective ).
3. (f bijective ) A (g bijective ) = (g o f bijective et (go f)™t = f1og™).

Preuve: Onagof: F — G.
1. Supposons f et g injectives et montrons que g o f est injective.

Soient x, =’ € F, alors :

r#1r = f(x)

= g(f(
= gof

f(z') car f injective
)# g(f(2") car g injective
z) # go f(a')

= 3y

ce qui montre que g o f est injective.

2. Supposons [ et g surjectives et montrons que g o f est surjective.
Soit z € GG, g étant surjective, il existe y € F tel que z = ¢g(y), comme y € F et f est surjective
alors il existe x € F tel que y = f(x), donc z = g(f(x)) et on déduit que :

Vze G, dJxe B; z=go f(z)

ce qui montre que g o f est surjective.

3. De 1. et 2. on déduit que si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.

Montrons que (go f)™' = f~tog™L.

D’aprés 2., pour z € G, z = g(y), y = f(x) et z = go f(z), comme f, g et go f sont bijectives,
alors y = g7 4(2), x = f~(y) et z = (g o f)7!(2), par suite

Veed,  (gof) ') =a=fy) =" (g"(2)=F"og(2)
donc: (gof)t=f"log™ 0
Remarque 2.6 Les réciproques de ces implications ne sont pas vraies, pour s’en convaincre il

suffit de prendre [’exemple suivant.
Etant données les applications suivantes :

f: R — 1R
et
r — expx r — In(|z])
alors
gof: R — R

r —
est injective malgré que g ne le soit pas et g o f est surjective malgré que f ne le soit pas.
En remplacement des réciproques des implications antérieures, on a :

Proposition 2.4 FEtant données deux applications f : E — F et g : F' — G, telles que
F C F', alors :

1. <gOf injective) = [ injective.
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2. <g of surjective) = g surjective.
3. Si f(FE)=F', alors <g of injective) = ¢ injective.
Preuve : Comme F C F’, alors go f: E — (G est bien définie.

1. Supposons que g o f est injective et montrons que f est injective. Soient x, ' € E,
alors
flx)=f(o) = g(f(x)) = g<f(:1:’)> car g est une application
— goflz)=go f(z)
— x=2a car g o f est injective
donc :

Vo, o' € E, (f(x) = f(m’)) = <m :x’)

ce qui montre que f est injective.

2. Supposons que go f est surjective et montrons que g est surjective. Soit z € GG, alors
go f surjective = Jr € F; go f(x)==z
— dx ek, g(f(x)) =z
— y=fle)el; gy ==

donc
VzeG, yeF;, gy ==z

ce qui montre que g est surjective.

3. Soient f : E — F et g: F' — G, avec F' = f(FE). Supposons que g o f est
injective et montrons que ¢ est injective. Soient y, y' € F' = f(F), alors il existe z, 2’ € £
tels que y = f(x) et ¢ = f(2'), donc :

9() = 9(y/) g(r@) =a(re)

go f(x) =go f(z)

x =212 car go f est injective
f(z) = f(2') car f application
y=y

IR

ce qui montre que g est injective.

2.2.5 Fonctions

Définition 2.15 On appelle fonction de E dans F, toute application f d’un sous ensemble
Dy C E dans F. Dy est appelé “Ensemble de définition de f”.

Remarque 2.7 Toutes les notions données pour les applications peuvent étre adaptées pour
les fonctions.
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Chapitre

Relations binaires

Définition 3.1 On appelle relation binaire, toute assertion entre deux objets, pouvant étre
vérifiée ou non. On note xRy et on lit “x est en relation avec y”.

Définition 3.2 Etant donnée une relation binaire R entre les éléments d’un ensemble non vide
E, on dit que :
1. R est Reflexive <=V x € E (zRz),

2. R est Transitive <=V z, y, 2 € E ( ((ny) A (sz)) = (sz))
3. R est Symétrique <=V x, y € £ ( (zRy) = (yRx) )

4. R est Anti-Symétrique <=V z, ye E ( ((mRy) A (ny)) ==y )

3.1 Relations d’équivalence

Définition 3.3 On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est une relation d’équiva-
lence si elle est Réflexive, Symétrique et Transitive.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.

Définition 3.4
— On dit que deux éléments x et y € E sont équivalents si TRy.
— On appelle classe d’équivalence d’un élément v € E, l'ensemble : & ={y € F; zRy}.
— x est dit un représentant de la calsse d’équivalence x.
— On appelle ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R, l’ensemble des classes
d’équivalence de tous les éléments de E. Cet ensemble est noté E/R

— L’application s de E dans E/R telle que pour tout x € E, s(x) = &, est appelée “surjection
canonique” de E sur E/R'

Exemple 3.1 Etant donné E un ensemble non vide, alors

’L’egalité est une relation d’équivalence dans F
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Exemple 3.2 Dans R on définit la relation R par :
Vz, y€R, T |

Montrer que SR est une relation d’équivalence et donner ’ensemble quotient R/ER'
1. R est une relation d’équivalence.

1) R est une relation Reflexive, car d’apres la Réflexivité de ['égalité on a :
Vo, yeR, 22 —1=2%—1,
donc
Vr, ye R, rRx

ce qui montre que R est une relation Réflexive.

11) R est une relation Symétrique, car d’aprés la Symétrie de I’égalité on a :

Vo, yeR, 2Ry <— 2°-1=92-1
— y?—1=2a%—1 -carl’égalité est symétrique
— YRz
donc
Vo, y eR, TRr <= YRz

ce qui montre que R est une relation Symétrique.

1) R est une relation Transitive, car d’aprés la Transitivité de 1’égalité on a :

Vz, y, z€R, (2Ry) A (yRz2) (P—1=yy —DA@W —1=22-1)
22 —1=2%2—-1) car l'égalité est Transitive.

—
—
= (2Ry) (zNRy)

~—~

donc
Va, y, z €R, (xRy) A (YRz2) = (2Ry)

ce qui montre que R est une relation Transitive.
De1) , 11) et1il) , on déduit que R est une relation déquivalence.

2. Déterminer l’ensemble quotient R/ER'
Soit v € R, alors :

Vy eR, Ry = 2*-1=9y>-1
— 22 —y?=0
= (z—y)(z+y) =0
= y=2)Vy=-2

donc : & ={x, —z}, par suite

R/iﬁ = {{x, -z}, x € ]R}
O
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Propriété 3.1 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble non vide E, alors

Vo, ye B, (jni=0)V(j= )

Preuve : Soient z, y € E, supposons que y Nz # () alors il existe z € y N &, donc 2Ry et
ZRex.

Montrons alors que y = .

Soit v € x, alors

comme R est symétrique et transitive, on déduit que
(uRz) A (2Ry)

et de la transitivité de R on déduit que uRy, par suite u € g, ce qui montre que = C y.
De la méme maniére, on montre que y C &, ce qui termine la preuve de la propriété.

De cette propriété on déduit que :

E/R est une partition de ’ensemble FE.

Exemple 3.3 Soient E' et F' deur ensembles non vides et f : E — F', on définit la relation
binaire R sur E par :

Ve, ye E, xRy <= f(z)= f(y)

alors R est une relation d’équivalence sur E.

Preuve :

1. R est réflexive, car f étant une application alors : Vax € E, f(x) = f(x), donc
Ve e F, TRx.

2. R est transitive, car pour tous x, y, 2z € Fon a:

f(o) = f(u) B
F(y) = £(2) } = @) =7z)

ce qui montre que :
Vo, y, z € E, <($Ry) A (sz)) — (zRz).
3. R est symétrique, car pour tous z, y € E,
f() = fly) = fly) = [(x)

donc
Vo, ye B,  (2Ry) = (yRx)

ce qui montre que la relation binaire R est une relation déquivalence. O

Le Cours d’Algébre. -31- Par 9. 9Mechab



A0C1auvliulls vliiali ©s

3.1.1 Décomposition d’une application
Etant donnée une application f : E — F', on note E /R le quotient de E par la relation

R et pour toute classe & on pose f(x) = f(z), alors :
f est une application de /R dans F' injective et le diagramme suivant est commutatif.

E F
z / f()

E R
Décomposition de 'application f.

En effet :

1. Montrer que f est une application revient & montrer que f(x) ne dépend pas du repré-
sentant de la classe .
Soient z, y € E tels que & = ¢, alors xRy, donc f(x) = f(y), par suite :

donc : _ B
Vi, e B (=)= (T()=F )
ce qui montre que fest une application de F /R dans F'.

2.  Montrons que fv: E/R — F' est injective.
Soient z, 1y € E/R’ alors

(F@)=7w) <= f@=fw
= TRy
— T=1y d’aprés la propriété 3.1

ce qui montre que fest injective.

3. Le diagramme est commutatif car :

VeeE,  f(z)=[(&)=[f(s(z)) = fos(z)

donc

O
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3.2 Relations d’ordre

Définition 3.5 On dit qu’une relation binaire R sur E est une relation d’ordre si elle est
Réfiexive, Transitive et Anti-Symétrique.

Dans la littérature, les relations d’ordre sont souvent notées <.
Si z <y, on dit que x est inférieur ou égal & y ou que y est supérieur ou égal & x. On dit
aussi que x est plus petit (ou égal ) que y et y est plus grand (ou égal) que x.

Définition 3.6 Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont comparables si :

=y ou Y3z

2. On dit que = est une relation d’ordre total, ou que E est totalement ordonné par <, si
tous les €éléments de E sont deux a deux comparables. St non, on dit que la relation < est
une relation d’ordre partiel ou que E est partiellement ordonné par <.

Exemple 3.4 Etant donné E un ensemble non vide, alors

L’egalité est une relation d’ordre dans F

1l est évident que

’Si E n’est pas un singleton, L’egalité est une relation d’ordre partiel dans F ‘

Exemple 3.5 Soit F' un ensemble et E = P(F). On considére, sur E = P(F), la relation

binaire “C”, alors :
I) “C” est une relation d’ordre sur E.

1. “C” est Réflexive, car pour tout ensemble A € P(A), on a A C A.
2. “C” est Transitive, car pour tous A, B, C € P(A),

(ACB)A(BC () = Vm(((xeA):(:ceB))A((xeB):>(xe(J)>>
= Vx((a: €A = (z € C’)) car => est transitive
= (AcCCO).

3. “C” est Anti-symétrique, car pour tous A, B € P(A),
(ACB)AN(BCA) <= A=DB
De 1), 2) et 8) on déduit que “C” est une relation d’ordre sur E.
II) L’ordre est-il total ?
i) SiF =10, alors E={0} et ona:VA, Be E, A= B =), donc
VA, B€FE, ACB
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ce qui montre que [’ordre est Total.
ii) Si F est un signgleton, alors il existe a tel que F' = {a} et E = {(Z), {a}}, donc pour
tous A et B dans E on a

((A=0)v(A={ah)) A ((B=0)V(B={a})

donc

VA, BeE, ((ACB)\/(BCA))

ce qui montre que [’ordre est Total.
iii) Si F' contient au moins deuz éléments distincts a et b, alors

JA={a}, B={b} €E: (A¢B)A(BZA)

donc A et B ne sont pas comparables, par suite “C” est une relation d’ordre partiel dans E.
O

3.2.1 Plus petit, Plus grand élément

Définition 3.7 Soit (E, <) un ensemble ordonné et A € P(E).
1. On dit que m € A est le plus petit élément de A si

VyeA(m=y)
2. On dit que M € A est le plus grand élément de A si
VyeA(y=3M)
Exemple 3.6 Dans Z* on définit la relation < par :*
Vn, meZ", njm(z)(ﬂkEZ;mzk;.n)
I.  Montrer que = est une relation d’ordre.
1) = est une relation Reflexive, car :
VneZ', dk=1€Z;, n=kn

donc
VneZ, n=<n

ce qui montre que = est une relation Reflexive.

In < m si n divise m.
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1) =< est une relation Anti-Symétrique, car : ¥V n, m € Z*,
<n = m) A (m = n) <= (El/{:l €EZ; m= kl.n> A (El/{:g €EZ; n= /{:Q.m>
— <3k1 €Z: m= kl.n> A (31@ €Z: n= kQ.m) A (m _ klkz.m)
— <3k1 €Z: m= kl.n> A (akz €Z: n= kg.m> A (kle —1, carm# o)
— m=n,  car Vhi, by €7, (kiks=1— k= hky = 1)

donc
Vn, meZ", (njm)/\(mjn)jm:n

ce qui montre que = est Anti-symétrique.

1) =< est une relation Transitive, car : ¥n, m, p € Z*,
(njm)/\(mjp) <~
—

—

Iy € Z; m = kl.n> A <3k2 €T p= kQ.m)

(
(Hk: — kiky €7 p= kn)
n=p

ce qui montre que = est Transitive.
De1) , 1) et11l) , on déduit que < est une relation d’ordre.

II.  L’ordre est-il Total ?
L’ordre est partiel, car st on considére n =2 et m = 3, alors n et m ne sont pas comparables.

II1.  Pour cette relation d’ordre, Z* a-t-il un plus petit élément ou un plus grand élément ?

1) 1l est clair que 1 est le plus petit élément de Zx, car
VneZ', dk=neZ, n=k.l

donc
VneZ*, 1=n

1) Z* n'a pas de plus grand élément, car :
VnelZ', Im=2neZ5 n=<m
V.  Soient A— { — 920, —18, —14, —10, —6, 2} et B— { _ 42,2, 3, 6, 7}, donner le
plus petit et le plus grand élément respectivement de A et de B s’ils existent.
a) 2 est le plus petit élément de A, car il divise tous les autres éléments de A, donc :
VneA, 2=n

b) A n'a pas de plus grand élément, car il n’y a pas dans A un élément qui est divisible
par tous les autres éléments de A.
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c) B na pas de plus petit élément, car il n’y a pas dans A un élément qui divise tous les
autres éléments de A.

d) —42 est le plus grand élément de B, car tous les éléments de B divisent —42, donc
VneB, n=x—42.

V.  Pour cette relation d’ordre, Z*\{1} a-t-il un plus petit élément ?

Z*\{1} n’a pas de plus petit élément, car pour tout n € Z*\{1} :

- Sin est pair alors il n’est pas divisible par les nombres impairs différents de 1, donc il
n'est pas plus petit que ces nombres, par suite n n’est pas le plus petit élément de Z*\{1}.

- Sin est impair alors il n’est pas divisible par les nombres pairs, donc il n’est pas plus petit
que ces nombres, par suite n n'est pas le plus petit élément de Z*\{1},

ce qui montre que Z*\{1} n’admet pas de plus petit élément par rapport a cette relation d’ordre
<.

O

Propriété 3.2 Soit (E, <) un ensemble ordonné et A € P(A) alors si A posséde un plus petit
ou un plus grand élément, il est unique.

Preuve : Soient m et m’ deux éléments de A, alors :

(m plus petit élément de A) m=m
? Anti—symetrie” ’
A = 4 A = m=m
(m/ plus petit élément de A) m=m

d’ott 'unicité du plus petit élément de A, s’il existe.

Le méme type de raisonnement nous montre I'unicité du plus grand élément de A, s’il existe.
O

3.2.2 Eléments Minimaux et éléments maximaux

Définition 3.8 Soit (E, =) un ensemble ordonné et A € P(E).

1. On dit qu’un élément m € A est un élément minimal dans A s’il n’y a pas dans A un
élément plus petit que lui. Ceci est formellement équivalent a :

Vye Ay =m=—y=m)

2. On dit qu’un élément M € A est un élément mazximal dans A s’il n’y a pas dans A un
élément plus grand que lui. Ceci est formellement équivalent a :

Vye AM=y=y=M)
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Exemple 3.7 On reprend la relation inclusion et

A={{1,2,3},{0,4},{1,3,5},{1,5},{1,3},{5,3},{0,5,6,7}},

alors
1. Les éléments minimaux de A sont : {0,4}, {1,5}, {1,3}, {5,3} et {0,5,6,7}
2. Les éléments maximauz de A sont : {0,4}, {1,2,3}, {1,3,5} et {0,5,6,7}.
3. A na pas de plus petit élément.
4. A n’a pas de plus grand élément.

Propriété 3.3 Soit (E, <) un ensemble ordonné et m, M € E, alors
1. m plus petit élément de A = m est le seul élément minimal dans A.

2. M plus grand élément de A => M est le seul élément mazximal dans A.

Preuve : Immédiate.

PROBLEME : A-t-on les réciproques de ces propriétés ?

3.2.3 Borne Inférieure, Borne Supérieure

Définition 3.9 Soit (E, =) un ensemble ordonné, A une partie de E.
— On appelle minorant de l’ensemble A, tout élément m € E tel que

VeeA m=<zx
— On appelle majorant de ’ensemble A, tout élément M € E tel que
VeeA =M

— Le plus grand des minorants, s’il existe, est appelé Borne inférieure de A et noté inf A.
— Le plus petit des majorants, s’il existe, est appelé Borne supérieure de A et noté sup A.
— Si A posséde un minorant, on dit que A est Minoré,

— Si A posséde un majorrant, on dit que A est Majoré,

— Si A posséde un minorant et un majorrant, on dit que A est Borné.

Remarque 3.1

1. Le plus petit (respectivement le plus grand) élément de A, s’il existe, est un minorant (res-
pectivement un majorant) de A. Par contre, un minorant (respectivement un magjorant)
de A peut ne pas étre le plus petit (respectivement le plus grand) élément de A, car il n’est
pas nécessairement dans A.

2. Si la borne inférieure ou la borne supérieure d’un ensemble A existe, alors elle est unique.
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3. Si E est totalement ordonné par <, alors tout sous ensemble fini A de E admet un plus
petit éléments et un plus grand élément.
Exemple 3.8 Soient F' = {1,a,2,5,7}, l'ensemble E = P(F') ordonné par la relation C et
une partie A = {{a,Z}, {2,5,7},{1,2,~},{a, 2,5}, }, alors :

1. Les mimorants de A sont : () et {a}.

2. InfA = {a}.

3. A n’a pas de plus petit élément, car InfA € A.
4. Le seul majorant de A est : F ={1,a,2,5,7}.
5. SupA=F.

6. A n'a pas de plus grand élément, car SupA & A.

Proposition 3.1 Soient (E, =) un ensemble totalement ordonné* et A et B deuz sous en-

sembles de E dont les bornes inférieures et supérieures existent, alors :
- sup(A U B) = max{sup A, sup B}
— inf(AU B) = min{inf A, inf B}
— sup(A N B) < min{sup A, sup B}
— max{inf A, inf B} < inf(A N B)
Preuve : Soient M = max{sup A,sup B} et m = min{inf A, inf B}, alors :
Ve(re AUB = (z€ A)V(ze€B))
— (x XsupA)V (x <supB)
— (e =XM)V(z =2 M)
— (X M)
ce qui montre que M est un majorant de AU B.

Montrons que M est le plus petit des majorants de AU B.  Soit M’ un majorant de A U B,
il est évident que M’ est alors un majorant de A et de B, donc

(supA <X M') A (sup B X M')

par suite
max{sup A, sup B} < M’

d’ou on déduit que : M = sup(AU B).

La preuve des autres propriétés est similaire.

Remarque 3.2 La seule relation d’ordre et d’équivalence, a la fois, est la relation égalité.

20n a supposé que l'ordre est total pour assurer l'existence de max{sup A,sup B}, min{sup A4, sup B},
max{inf A, inf B} et de min{inf A, inf B}.
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Chapitre I

STRUCTURES ALGEBRIQUES

4.1 Lois de Compositions Internes

Définition 4.1 On appelle loi de composition interne (l.c.i) sur un ensemble E, toute appli-
cation x : E X E — F.
Un sous ensemble F' de E est dit stable par rapport a la lot x si :

Va, beF, axbeF

Exemple 4.1 Soit A un ensemble et E = P(A), alors lintersection et la réunion d’ensembles
sont deux lois de compositions internes dans E car : VX, Y € P(A),

1. XNnNYcXcA
et on a

vV, mEXUY:><x€X>V<x€Y>:>(x€A)\/(x€A):><x€A)

donc
2. XUY C A,
ce qui montre que ‘(" et “1J” sont des lois de compositions internes dans P(A).
O

Exemple 4.2 Soit ' = {{a,b}, {a, c}, {0, c}} C P({a, b, c}), alors F' n’est pas stable par
rapport a l'intersection et la réunion, car :

3X ={a,b}, Y ={a,c} € F; XNY ={a}¢F
X ={a,b}, Y ={a,c} € F; XUY ={a,b,c} ¢ F

Définition 4.2 Soient x et o deux lois de composition internes sur E, on dit que :
1. x est commutative si : Y a, beE E, axb=bxa

2. * est associative si : Y a, b, c€ E, (axb)*xc=ax(bxc),
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3. * est distributive par rapport ¢ e si : Y a, b, c € F,
ax(bec)=(axb)e(axc)et(bec)xa=(bxa)e(cka)
4. e € E est un élément neutre a gauche (respectivement a droite) de la loi x si
VaeFE, exa=a (respectivementaxe=a)

Si e est un élément neutre a droite et a gauche de x on dit que e est un élément neutre
de *.

Exemple 4.3 Soit F' un ensemble et E = P(F). On considére sur E les lois de composition
internes “ N7 et “ U7, alors il est trés facile de montrer que :

- “N7 et “U” sont associatives

- “N7et “U” sont commutatives

— () est l’élément neutre de U

— F est élément neutre de N

O
et on a :
Propriété 4.1 N est distributive par rapport a U et U est distributive par rapport a N
Preuve. Soient A, B, C trois éléments de E = P(F'), alors pour tout z, on a :
reAN(BUC) <= (z€AAN(xeBUC)
= (xeA)A(<xeB)v(xec))
— (xGA)/\(:vEB))v((a:EA)/\(xeC)>
<— (xeAnNB)V(xe AnC)
<— z€(ANB)U(ANC)
ce qui montre que :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
et comme N est commutative, on déduit que N est distributive par rapport a U.
De la méme maniére on montre la distributivité de U par rapport a N.
O

Propriété 4.2 Si une loi de composition interne x posséde un élément neutre a droite €' et un
élément neutre a gauche €”, alors e’ = €" et c¢’est un élément neutre de x.

Preuve. Soit €, respectivement e”, un élément neutre a droite, respectivement a gauche,

de x, alors
e =¢e" xe  car e’ élément neutre & gauche de

e’ =e"x€e car e élément neutre a droite de
ce qui montre que ¢ = ¢e”.
O

Le Cours d’Algébre. -40- Par 9. 9Mechab



wi. ivicciiab 4.4 LU WC CUUNPUS LU S L1T60LCT T0COS

Remarque 4.1 D’apres cette derniere propriété, si = posséde un élément neutre, alors il est
UNIQUE.

Définition 4.3 Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E admettant un élément

neutre e. On dit qu’un élément a € E est inversible, ou symetrisable, & droite (respectivement
a gauche ) de % si

Jdd €eE, axd =e (respectivement a' *a=e)

et a’ est dit un inverse (ou un symétrique) a droite (respectivement a gauche ) de a.
Sl eziste a’ € E tel que

dxa=axad =e
on dit que a est inversible (ou symetrisable) et a' est dit un inverse (ou un symétrique) de a

par rapport a x.

Remarque 4.2

— a est inversible (ou symetrisable) s’il est inversible o droite et a gauche de .
— Le symétrique d’un élément n’est pas toujours unique

Exemple 4.4 Soit E = {a,b,~v}, on définit une l.c.i dans E par :

QR ||
Qe (R |

2| | *
2o

c’est a dire
1. axa=a, axb=0b, axy=r
2. bxa=0b, bxb=7vy, bxy=a
3. yxa=7, ~y*xb=a, ~vxv=a

On remarque que :
1. a est l’élément neutre de *.

II.  Tous les éléments de E sont inversibles avec :
— 1) a est linverse de a,

— 11) 7 est l'inverse de b

— 111) b et 7y sont des inverses de 7.

Propriété 4.3 Soit x une loi de composition interne dans un ensemble E admettant un élément
neutre e, alors :

1. e est inversible (ou symétrisable) et son unique inverse (ou symétrique) est e.

2. Soit a un élément de E inversible (ou symétrisable) par rapport a la loi x et o' un

inverse (ou un symétrique) de a, alors a' est inversible (ou symétrisable) et a est un inverse
(ou un symétrique) de a'.
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Preuve.
1. Soit 2’ € E, alors

(:r;’ est un inverse (ou un symétrique) de e) = (e xx' =12 xe= e) = (x’ = e)
ce qui montre que le seul inverse (ou symétrique) de e est e lui méme.

2. Soit a € E un élément inversible (ou symétrisable) par rapport a la loi * et soit o’ € E
un unverse (ou un symétrique) de a, alors

axa =dxa=e

d’ott on déduit que o’ est inversible (ou sysmétrisable) par rapport a la loi x et que a est un
inverse (ou un symétrique) de o’
O

4.1.1 Unicité de I'inverse (du symétrique)

Propriété 4.4 Soit x une loi de composition interne dans E, associative et admettant un
élément neutre e. Si un élément v € E admet x1 un inverse (ou symétrique) a droite et x4 un
inverse (ou symétrique) a gauche, alors x; et xo sont identiques.

Preuve. Soient 27 un inverse (ou un symétrique) a droite de x et x5 un inverse (ou un
symétrique) a gauche de z, alors

TxT1=e€e et ToxT =¢€

donc
rT = €e*xI

(29 % ) * 11

Tox (xxx1) car % est associative
To k% €

= I

Remarque 4.3
— De cette propriété on déduit que [’associativité de la loi assure 'unicité du symétrique
d’un élément s’il existe
— D’apres cette propriété on déduit que la loi définie dans ’exemple 4.4 n’est pas associative.
Pour s’en convaincre, on remarque que :

(bxb)xy=v*y=a et bx(bxy)=bxa=10

donc
(bxb) %y #bx (bx7)

ce qui montre que la lot x nest pas associative.
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Conventions : Etant donnée une loi de composition interne associative dans un ensemble F,
— Si la loi est notée +, son élément neutre est noté O ou 0, et on parle du symétrique de

a qu’on note a’ = —a.
— Si la loi est notée multiplicativement, son élément neutre est noté 1z ou 1, et on parle

de l'inverse de a qu’on note a’ = a~ .

Avec ces conventions, si e est I’élément neutre d’une loi de composition interne x dans un
ensemble F, alors

e l=e (ou —e =e)

etona:Va, d € F,

(a’:a_1<:>a’*a:a*a’:e> ou <a’:—a<:>a’+a:a+a’:e>

Propriété 4.5 Soit x une loi de composition interne dans un ensemble E, associative et ad-
mettant un élément neutre e, alors si a et b sont deuz éléments inversibles (symétrisables) il en
sera de méme de (a%b) et on a :

(axb)™' =b"txa™t

Preuves : Soient a, b € E deux éléments inversibles, alors
(axb)x(btxa™t) = (ax(bxb7'))xa™! (car x est associative.)
= (axe)xa?
axa
= e

De la méme maniére on montre que
(b txa Hx(axb) =e
d’ott on déduit que (a * b) est inversible et que
(axb) ™t =b"txat

O

Définition 4.4 Soit x une loi de composition interne dans un nesemble E. On dit qu’un élé-
ment r € E est régulier a droite (respectivement o gauche) de % si

Vb, ce E, bxr=cxr=>b=c

(respectz'vement Vb, ce E, rxb=rxc=—b= c)

Sir est un élement régulier a droite et a gauche de %, on dit que r est un élément régulier de
* dans E.
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Exemple 4.5 Soient F' un ensemble et E = P(F), alors 0 est une élément régulier pour la
réunton dans E et F est un élément régulier pour l'intersection dans E.

Propriété 4.6 Soit x une loi de composition interne associative admettant un élément neutre
e dans E, alors tout élément symétrisable dans (E,*) est régulier.

Preuve. Soit # € F un élément symétrisable dans F, alors !

b dans E/, on a :

existe et pour tous a et

1

axxr=bxx (axx)*z™ ' = (bxx)*xx™

—
= ax(rxz7 ) =bx(rxx~!) car « est associative
= axe=0bxe

— a=b

Ce qui montre que x est régulier a droite de *.
De la méme maniére on montre que x est régulier a gauche de x.
O

Remarque 4.4 Si x est symétrisable a droite, respectivement a gauche, alors x est régulier a
droite, respectivement a gauche de .

4.2 Structure de Groupe

Définition 4.5 On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’un loi de composition
interne x tel que :

1. % est associative;
2. % posséde un €lément neutre e ;
3. Tout élément de E est symetrisable.

Si de plus * est commutative, on dit que (G, ) est un groupe commutatif, ou groupe Abélien’
Exemple 4.6 Un exemple illustratif de groupe abélien est (Z,4).

Exemple 4.7 On définit ['opération x par :

Tr+y

Vo, ye|—1,1], =
z, y €] [ zxy T

Montrer que <] —1,1], *) est un groupe abélien.
1) % est une loi de composition interne dans | — 1, 1].

Soient z, y €] —1,1], alors
(|a;y < 1) A (\y| < 1)

! ABEL Niels Henrik : Mathématicien norvégien (ile de Finnfly 1802-Arendal 1829). Algébriste, il créa la
théorie des fonctions elliptiques. Il est mort de tuberculose.
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donc
Iyl = Il Iyl < 1)
par suite
142y >1—|zy] >0
Ainsi
Ve, ye] - 1,1, | Y <1 [z +yl
142y 11+ zy|

=+ y| < |1+ wy|
lt+y|l<l4+zy car 1+zy >0
—(I+ay)<z+y<l+uaxy
r+y—1—2y <0
{x+y+1+xy>0
r(l—y)+y—1<0
{x(1+y)+y+1>0
(*){(1—y)(:€—1)<0

(14+y)(x+1)>0

rr iy

comme —1 < x, y <1, alors
<1—y>0>/\<x—1<0> et <1+y>0>/\(x+1>0>

donc

((1—y)(x—1)<0>A<(1+y)(x+1)>0),

d’ot on déduit que (%) est vraie pour tous x, y €] — 1, 1], par suite :

r+y
Va, yel—1,1|, rxy|l =
vel-Lil fonyl = |5
ce qui montre que x est une loi de composition interne dans | — 1, 1].

2) % est commutative.
D’apres la commutativité de 'addition et de la multiplication dans R on a :

r+y y+zw
l+zy 1+4yx

Va, y€]—1,1], TxY = =y*x

ce qui montre que * est commutative.

3) * est associative.
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Soient z, y, z €] — 1,1[, alors

(x*y)*z

et on a :

(zxy)+2
1+ (xxy)z

(x +y) + 2(1 + zy)
1+2y
I+zy)+ (x+y)z
142y

x+ (y*2)
1+ z(y*z)

r(1+yz2)+ (y+ 2)
1+yz
(1+yz)+z(y+2)

1+yz
(x +2yz) + (y + 2)

r+y

1+xy+z

Tty

1+
1+axy

z

(x +y) + 2(1 4+ xy)

(1+zy)+ (z+y)z

r+y+z+xyz

(1+yz)+ (zy + x2)

142y +22+yz

y+z
T+

14+ yz
1+xy+z

1+yz

x(1+yz)+ (y+ 2)
(1+yz)+z(y+ 2)

rT+y+z+xyz
14+ay+xz+yz

en comparant les deux expressions on obtient :
Vo, y, z€]—1,1], (xxy)xz=x*(y*2)

d’ou on déduit que * est associative.

4) x admet un élément neutre.
Soit e € R, alors

<e élément neutre de *) — (Vz‘ €] —1,1], e*xzx*ezx)

comme % est commutative et

r+e
1+ ze
— r4+e=uzx+2%
< e = x’e
— e(1-2%)=0
= (e:O)\/(x:¢1)

on déduit que e =0 €] — 1, 1] est l’élément neutre de *.
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5) Tout élément de | — 1, 1] est symétrisable.
Soient x €] — 1,1 et x € R, alors

, x+a
rxxr'=e <= =
14+ xx’

— z+2'=0
— i =-x

comme x est commutative on déduit que tout élément x €] — 1,1] est symétrisable et son
symétrique est ¥’ = —x €] — 1,1].

De 1), 2), 3), 4) et 5) on déduit que (] —1,1], *) est un groupe abélien.

4.2.1 Groupes a deux éléments

Soit G = {a, b} un ensemble & deux éléments, définir toutes les lois de composition internes
dans G qui lui conférent une structure de groupe.

Soit x une loi de composition sur G, alors pour que (G, ) soit un groupe il faut que x soit
interne dans G et admette un élément neutre qui peut étre a ou b, donc x doit étre définie de
la sorte :

1. Sia est I’élément neutre de x, alors

- axa=a
- axb=b
- bxa=b

reste & définir b b, or pour que (G, *) soit un groupe il faut que tout élément soit inversible,
en particulier il faut trouver b=1. Si on pose b* b = b, alors on remarque que

Vo € G, bxx #a

donc b ne sera pas inversible, ce qui nous ameéne a poser
—bxb=ua
Ainsi, on a défini une l.c.i. dans G avec un élément neutre a, reste a voir si la loi ainsi définie
est associative. On a :
- (axa)xa=a*xa=ax*(axa)
-~ (axa)xb=axb=ax*(axb)
— (axb)xa=bxa=a*xb=ax(bxa)
— (axb)xb=bxb=a=a*xa=ax(bxb)
En remarquant que la loi est commutative on déduit que
- (bxa)xa=bx*(a*a)
— (bxa)xb="bx*(axb)
ce qui montre que
Ve, y, z€ G, x*x(y*xz)=(xxy)*z

donc « est associative dans G, et par suite (G, *) est un groupe.
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2. Si b est I'élément neutre de x, alors de la méme maniére on construit la loi * comme

- bxb=1b
- bxa=a
- axb=a
- a%xa=25b

D’aprés ce qui précéde : 1l existe deux groupes a deux éléments et formellement on les définit
ainsi :

x~lalb xlalb
alalb et |al|bla
b|bl|a blal|b

4.2.2 Sous groupes

Définition 4.6 Soit (G,*) un groupe, on appelle sous groupe de (G,x) tout sous ensemble non
vide G' de G tel que la restriction de x a G’ en fait un groupe.

Comme * est associative dans G alors sa restriction & G’ est aussi associative, par suite G’ # ()
est un sous groupe de (G, *) s'il est stable par rapport & x et a 'opération inversion, c’est a

dire :
(i) G #0
(i) Va, beG, axbel
(iii) Yae@, alted

Il est claire que si (G, *) est un groupe, alors G est un sous groupe de G.
Propriété 4.7 Soient (G,*) un groupe et G' C G, alors

G #0,

/ !
G’ est un sous groupe de G' < {V 0. be . axbled

Preuve :
1. Soit G’ un sous groupe de (G, *), alors :
i) % aun élément neutre dans G’, donc G’ # ().
i1)  Soient a, b € G’, comme G’ muni de la restriction de x est un groupe alors b~!
existe dans G’ et comme G’ est stable par rapport & x on déduit que axb~t € G'.

G #0,
Va, beG, axb'ed

2. Inversement, soit G’ un sous ensemble de G tel que {

Montrons que G’ muni de la restriction de * est un groupe.
i)  Comme G’ # () alors il existe a € G’ et d’aprés la deuxiéme hypothése
e=axa'ed,

ce qui montre que la restriction de x admet un élément neutre e dans G'.
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i) Soit z € G', comme e € G’ alors d’aprés la deuxiéme hypothése on aura

rt=exazted

ce qui montre que tout élément x de G’ est inversible dans G’ par rapport a la restriction de
a G,
iii)  La restriction de x & G’ est une loi de composition interne, car pour tous z et y dans
G’, d’aprés ii) on a
yfl c G/
et en utilisant la deuxiéme hypothése on déduit que

rxy=zx(y ) ted

iv)  La restriction de x & G’ est associative, car x est associative dans G.
a

Remarque 4.5 D’aprés i) de la prewve de la proposition précédente, on wvoit que : Si e est
l’élément neutre d’un groupe (G,x), alors tout sous groupe de G contient e et on déduit la
propriété suivante.

Propriété 4.8 Soient (G, ) un groupe, e l’élément neutre de x et G' un sous ensemble de G,
eeld

/ ; y .
alors G' est un sous groupe de G si et seulement si : {V:c, yeG, zxyled.

Exemple 4.8 Soit (G,*) un groupe et G' = {x € G; My € G, xxy=y*x)}, alors G’ est
un sous groupe de G.

En effet,
i) Sie estl’élément neutre de %, alors e € G' car :

Yy € G, exy=yxe=y

it)  Soient x, y € G', alors

Vz € G, (xxy Hxz = (zxy)*x(z7H!
= xx(y tx(z7H)7Y)  car % est associative
= zx(ztxy)!
= zx(yxz"H! cary € G'
— (=) ey
= xx(zxy )
= (xx2)xy! car x est associative
= (zxx)xy! car v € G'
= zx(zxy™h) car * est associative

ce qui montre que xxy~ ' € G'.

De i) et ii) on déduit que G est un sous groupe de G.
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Remarque 4.6 Sachant que si e est l’élément neutre d’un groupe (G,*), alors il commute
avec tous les éléments de G, de ’exemple précédent on déduit que si e est [’élément neutre d’un
groupe (G, x), alors :

{e} est un sous groupe de G.

Définition 4.7 Soit (G, *) un groupe, on dit que G' est un sous groupe propre de G si G' # {e}
et G' £ G.

Exemple 4.9 Soit n € N, alors nZ = {n.p; p € Z} est un sous groupe de Z.
En effet :

i) 0€enZ,car:3Ip=0€7Z; 0=n.p.
it) Soient x, y € nZ, alors il existe py, py € Z tels que x =n.p; et y = n.py, donc
T—y=np — npy=n.(p—p2) =np€Enk

par suite
Vz, y €nZ, xr—yEenl

De i) et i) on déduit que nZ est un sous groupe de Z.

Pour n € N\{0,1}, nZ est un sous groupe propre de Z.

4.2.3 Goupes Quotients

Soient (G,*) un groupe et G’ un sous groupe de G. On définit une relation binaire R sur G
par :
Va, beG, aRb<=axb'ed

Propriété 4.9 R est une relation d’équivalence sur G.

Preuve :
i) R est Reflexive, car : Vo € G, comme G’ est un sous groupe de G, alors zxz~1 = e € G/,
donc

VreG, zRx
i) R est Symétrique, car : Vz, y € G,

TRy

I
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i) R est Transitive, car : Vz, y z € G,

(@Ry) A (yRz) = [(a*xy™) € GIA[(yxz7") €G]
— (:c*y D) % (y*z‘l) eqd, car G’ est un sous groupe
= (zx(y'xy)x2z"H e, car * est associative
= (zx2z ) ed
— IRz

De i), ii) et iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.

On note G/G’ I’ensemble quotient G/R' On définit sur G/G' X G/G’ I'opération 6 par :

V(d, b)GG/G/XG/G/’ C'L@bza;kb

Propriété 4.10 Si x est commutative, alors & est une loi de composition interne dans G/G’"

Preuve : Ceci revient a montrer que & est une application de G e x G e dans G /' X
Soient (a,b) et (¢,d) € G/G” alors
(a,b) = (¢,d) = (a=2¢)A(b=d)

— (aRe) A (VRd)

— (a*c‘l € G/> A (b*d‘l € G’)
Montrons que _ . _ _

(a,0) =(¢,d) = adb=¢cdd.

Supposons que (a, b) = (¢, d), alors : Vx € G,

rE€a®b < xzcaxb
<~ 2R(axb)
— ax(axb)led
— aox(btxat)ed
= (zx(b'xa ) *x(axct)ed, Car G’ sous-groupe
= ((zxb Y x(atxa)xct)ed, Car * associative
= ((zxbYH)xchHed
=  ((z* bil) xc Hx(bxd ) ed, Car G’ sous-groupe
= (zx(b71xb)x(ctxd™)) e, Car x est commutative et associative
= (zx(c'xd™))ed
— (zx(dxc)H)ed
— zR(d*c)
= 2R(c*d), car x commutative
— r€édd
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donc

adbCccdd
et de la méme maniére on montre que

codcadb
par suite :

(a,0) =(¢,d) = adb=¢dd
ce qui montre que la loi @ est interne dans G /G-
O

Propriété 4.11 Si (G, ) est un groupe abélien, alors (G/G/, @) est un groupe abélien, appelé
groupe quotient de G par G'.

Preuve :
i) @ est associative car : Vi, y 2z € G/G"

POHe:) = ioTty
= m*(y*z)

(x x y) % zCar « est associative

= (z*xy)®2

donc :

Ve, yzEG/G/, T ([YD2) =(rxy) P2

i)  Sieest’élément neutre de x, alors é est 'élément neutre de @, car : Vi € G /G

i) Soit & € G/G’ alors ()" =z, car
Thrl=xxr7l=¢
i@t =axlxr=¢
iv) @ est commutative car x est commutative.

De i), ii), iii) et iv), on déduit que (G/G" @) est un groupe abélien
O

Exemple 4.10 On sait que dans le groupe commutatif (Z,+) ; pour tout n € N, nZ est un

sous sous groupe de Z, donc on peut parler du groupe quotient Z, = 7 7
n
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4.2.4 Homomorphismes de Groupes

Dans ce paragraphe, on considére (G, e) et (H,*) deux groupes, avec e et h leurs éléments
neutres respectifs.

Définition 4.8 Une application f : G — H est appelée homomorphisme de groupes de G
dans H si :

Va, be G, fl(aob)= f(a)x f(b).

- Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de groupes) de G sur H. On dit alors
que G est isomorphe a H, ou que G et H sont isomorphes.

- S1 G = H, on dit que f est un endomorphisme de G, et si de plus f est bijective, on dit
que f est un automorphisme (de groupe) de G.

Exemple 4.11 Etant donnés les groupes (R, +) et (R*,-), alors les applications

f: R+) — (RY) et g: (R*) — (R, +)
x —  expx x —  In|z|

Définition 4.9 Soit f : G — H un homomorphisme de groupes. On appelle noyau de f
[’ensemble

Ker f = f~'({h}) ={a € G; f(a) = h}
et [tTmage de f l’ensemble

Smf = f(G) ={f(a), a€G }.

Propriété 4.12 Soit f: G — H un homomorphisme de groupes, alors
1. fle)=h
2.VaeG, (f(a) " =fla)

Preuve :
1. h étant I’élément neutre de x et e celui de e, alors

fle+e)=fle)=hxfle)

et comme f est un homomorphisme on déduit que

hx fle) = fle)* f(e)

et comme tous les éléments du groupe (H, ) sont réguliers, on déduit que h = f(e).

2. Soit a € G et montrons que f(a™!) est Pinverse de f(a) dans le groupe (H,x).
f étant un homomorphisme de groupe alors

fla)x f(a™) = flaea™) = fle) et fla™')xf(a)=f(a™" ®a)= f(e)

sachant que f(e) = h, d’aprés la premiére propriété, on deduit que (f(a))™" = f(a™).

Remarque 4.7 De la premiére propriété on déduit que e € kerf.
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Propriété 4.13 Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors
1. Limage d’un sous groupe de G est un sous groupe de H.

2. L’image réciproque d’un sous groupe de H est un sous groupe de G.

Preuve :

1. Soit G’ un sous groupe de G et montrons que f(G’) vérifie les deux conditions de la
caractérisation des sous groupes.

i) Comme G’ est un sous groupe de G, alors e € G’ donc f(e) € f(G"), par suite f(G’) # 0.

ii) Soient a, b € f(G'), alors il existe z, y € G’ tels que a = f(z) et b = f(y), donc d’aprés
la deuxiéme propriété on aura

ax b= f(2)* (f(y)™ = fla)x fly™) = flzey™")
et comme G’ est un sous groupe de G alors (z e y~') € G/, par suite
axb = f(rey™') € f(G)
dei) et ii) on déduit que f(G’) est un sous groupe de H.

2. Soit H' un sous groupe de H, alors

i) D’aprés la premiére propriété f(e) = h et comme H’ est un sous groupe de H alors
h € H' donc e € f~'(H').

ii) Soient z, y € f~Y(H'), alors f(z), f(y) € H' et comme H' est un sous groupe de G
alors f(x)* (f(y))~! € H' et de la deuxiéme propriété on déduit que

flaoy™ )= fla)« fly™") = flz)x(fly) ' e H

ce qui montre que (zey~ ') € f~1(H').
De i) et ii) on déduit que f~'(H’) est un sous groupe de G.

Remarque 4.8 Comme cas particuliers des propriétés,
Smf est un sous groupe de (H,*) et

Ker f est un sous groupe de (G, e).

Propriété 4.14 Soit f : G — H un homomorphisme de groupe, alors
1. f est injective si et seulement si Ker f = {e}.
2. f est surjective si et seulement si Smf = H.

3. f est un isomorphisme si et seulement si f~1 existe et est un homomorphisme de groupe
de H dans G.
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Preuve. Soit f: G — H un homomorphisme de groupe, alors

la.  Si f est injectif, sachant que e € kerf on va montrer que kerf C {e}.
Soit « € kerf, alors f(z) = h et comme f(e) = h on déduit que f(z) = f(e) et comme f est
injectif on déduit que z = e, donc x € {e} ce qui montre que kerf = {e}.

1b. Inversement, supposons que kerf = {e} et montrons que f est injectif.
Soient z, y € G, alors

f(@)*(fy ))*lzh
f(x)*f( N =

f(fﬁ'y H=h

(roy™t) € kerf

rey l=e¢ carkerf = {e}
r=y

PR

ce qui montre que f est injectif.
2. La preuve de cette propriété est immédiate, sachant que Smf = f(G).

3. On se limitera & démontrer que si f est un isomorphisme, alors f~! : H — G est aussi
un homomorphisme. Soient z, y € H, alors il existe a, b € G tels que

donc

par suite

= fYf(aeb)) car f homomorphisme
= aeb

= [T @) e fT(y)

ce qui montre que f~! est un homomorphisme de groupe de H dans G.

4.3 Structure d’Anneaux

Définition 4.10 On appelle anneau, tout ensemble A muni de deux lois de composition in-
ternes + et e telles que :

1. (A, +) est un groupe abélien (on notera 0 ou 04 ’élément neutre de +),

2. e est associative et distributive par rapport a +.
Si de plus e est commutative, on dit que (A, +,®) est un anneau commutatif.

Conventions :
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(A, +) étant un groupe, alors tous les éléments de A sont symétrisables et on convient de
noter —x le symétrique d’un élément x € A.

Si e posséde un élément neutre, on le note 1 ou 14 et on dit que 'anneau (A, +,e) est
unitaire ou unifére.

Dans un tel anneau, on dit qu’un élément est inversible s’il I’est par rapport a la deuxiéme loi

e. L’inverse d’un élément x € A est noté x .

Régles de Calcul dans un Anneau

Soit (A, +,e) un anneau, alors on a les régles de calculs suivantes :

Propriété 4.15 Pour tous z, y et z € A,
1. Opex=z00,4 =04
2. zo(—y)=(-z)oy=—(zey)
3. ze(y—z)=(rey)—(rez)

4. (y—z)ex=(yex)— (ze0x)

Preuve :
1. Soit x € A, alors

Opez=(04+0s)0x=(0s40z)+ (040x) car e est distributive par rapport a +

comme tous les éléments de A sont symétrisables, on déduit que 04 @ z = 04.
De la méme maniére on montre que x @ 04 = 04.

2.  Soient z, y € A et montrons que x ® (—y) est le symétrique de (r e y). On a :

(zo(—y))+(zoy)=z0(—y+y) =r004 =04

comme + est commutative on déduit que (z o (—y)) = —(z o y).
De la méme maniére on montre que (—x) ey = —(z o y).

La preuve des propriétés 3. et 4. utilise essentiellement la distributivité de la loi e par
rapport a +.
O

On note A* = A\{0}, et pour tout = € A* et n € IN*,

nr=nr=x+x+...+2x et " =xexe.. ez
~ / ﬁ,_/
n fois n fois
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Définition 4.11 Soit (A, +, ®) un anneau commutatif. On dit que y € A* divise x € A, ou que
y est un diviseur de x ou que x est divisible par y, si

dze A", z=yez.

Si 04 ne posséde pas de diviseur dans A, on dit que (A, +,®) est un anneau intégre ou un
anneau dintégrité.

4.3.1 Sous Anneaux

Définition 4.12 On appelle sous anneau de (A, +,e), tout sous ensemble A" de A tel que muni
des restrictions des lois + et ® est anneau.
Si A est un anneau unitaire et 14 € A’, on dit que A’ est sous anneau unitaire.

On a la cartérisation suivante des sous anneaux.

Propriété 4.16 Un sous ensemble A’ de A est un sous anneau si et seulement si :
1. A 40,
2. Vo, ye A, (x—y)e A
3. Vo, ye A, (vey)ec A.

Preuve : On sait que A’ est est un sous groupe de (A, +) si et seulement si
(A#DANNVz, ye A, (x—y) e A),

donc pour que A’ soit un sous anneau de A, il suffit de voir si la restriction de la deuxiéme loi e
est interne dans A’; ce qui revient a dire que (V x, y € A, zey € A’), ce qui termine la preuve
de notre proposition.

O

4.3.2 Homomorphismes d’Anneaux

Soient (A, +,e) et (B,®,®) deux anneaux et f: A — B.

Définition 4.13 On dit que f est un homomorphisme d’anneaux si :

Vz,ye A, flx+y)=[f2)® fly) et flrey)=f(z)® f(y)

- Si A= B on dit que [ est un endomorphisme d’anneau de A.
— Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneauz
— Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme d’anneauz.

On sait que l'image de 1’élément neutre du groupe de départ d’'un homomorphisme de
groupe est 1’élément neutre du groupe d’arrivée. Par contre, I'image de l’élément unité de
I’anneau de départ par un homomorphisme d’anneau n’est pas toujours I’élément unité de
I'anneau d’arrivée. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre dans un anneau unitaire (A, +, ),
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ou 04 # 147, Vapplication f: A — A définie par f(x) = 04 pour tout z € A.

Ce contre exemple nous améne a poser la définition suivante.

Définition 4.14 Soient A et B deux anneauzr unitaires, on dit qu’un homomorphisme d’an-
neaur f de A dans B est unitaire si f(14) = 1p.

Proposition 4.1 Soit f : A — B un homomorphisme d’anneauz, alors
— [ est injectif si et seulement si kerf={04}
- Si A et B sont deur anneauz unitaires et f un homomorphisme d’anneaux surjectif, alors
f est unitaire.

Preuve : La premiére propriété provient de la caractérisation des homomorphismes injectifs
entre les groupes (A, +) et (B, +).

Montrons la deuxiéme propriété.

Soit y € B, f étant injectif, il existe alors z € A tel que y = f(x), et comme f est un
homomorphisme d’anneau on déduit

y=f(r)=f(la-z)=f(la) - f(x) = f(1a) 'y

et de la méme maniére on montre que y =y - f(14), ce qui montre que f(14) = 15.
O

Proposition 4.2 L’image (respectivement l’image réciproque) d’un sous anneau de A (respec-
tivement de B) par [ est un sous anneau de B (respectivement de A).

4.3.3 Idéaux
Soit (A, +, ) un anneau.

Définition 4.15 On appelle idéal a droite (respectivement & gauche) de l'anneau A, tout en-
semble I C A tel que

1. I est un sous groupe de (A, +),
2Nz eA Vyel, xzeycl (respectivement yex € I)).

St I est idéal a droite et a gauche de A, on dit que I est un idéal bilatere de A.

St Uanneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatére, et dans ce cas on parle seulement
d’ldéal sans préciser s’il l’est a droite, a gauche ou bilatére.

Exemple 4.12 Soit (A, +,e) un anneau, alors I = {O4} est un idéal bilatére de A.

2Ceci revient a dire que A n’est pas un singleton.
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Exemple 4.13 Dans l'anneaw commutatif (Z,+,-), nZ est un idéal.

Proposition 4.3 Soit I un idéal a gauche (ou a droite) d’un anneau unitaire (A, +, ), alors

lyel<= =A<« dJxel;, x estinversible.

Définition 4.16 On appelle idéal principal d’un anneau commutatif (A, +,e), tout idéal I de
A tel que
dre A, IT=xeA

L’anneau A est dit principal si tous ses idéaux sont principaud.

4.3.4 Anneaux Quotients

Soient (A, +,e) un anneau commutatif et / un idéal de A. On considére le groupe quotient
(A/], @), et on définit I'application ® de A/I X A/I dans A/I par

Y a, bEA/I, a@b=ae

Propriété 4.17 <A/I’ @, ®) est anneau commutatif. Si de plus A est un anneau unitaire, alors

(A/], @, ®) est un anneau unitaire et ﬂ est son élément unité.

4.4 Corps

Définition 4.17 On dit qu’un anneau unitaire (K, 4, ®) est un corps si tout élément non nul
de K est inversible. Si de plus e est commutative, on dit que K est un corps commutatif.

Il est & remarquer que dans la pratique, tous les corps utilisés sont commutatifs.

Propriété 4.18 Tout corps est un anneau integre.

Définition 4.18 On appelle sous corps, d’un corps (K, +,e), tout sous ensemble K’ de K tel
que, muni des restrictions des lois + et ® est un corps.

Proposition 4.4 K’ C K est un sous corps de (K, 4+, ) si et seulement si
K £ ()
~Va, beK, a—b et aebtcK.

On a aussi la caractérisation suivante des corps.

Proposition 4.5 Soit (K, +,e) un anneau commutatif unitaire, alors K est un corps si et
seulement si les seuls idéauz de K sont {0k} et lui méme.
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4.4.1 Caractéristique d’un corps
Etant donné n € IN, alors Z InZ est un corps si n est premier, et on a
nl=1+---+1=0.
D’une fagon générale on a :

Définition 4.19 Le plus petit entier naturel non nul n tel que nlg = Ok, s’il existe, est appelé
caractéristique du corps commutatif K. Si pour tout n € IN, nlg # Ok, on dit que K est de
caractéristique nulle.

Propriété 4.19 La caractéristique d’un corps est un nombre premier.

Exemple : Pour n € IN premier, la caractéristique du corps Z InZ est égale a n.
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