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0 Introduction

La notion classique d’espace géométrique. Espace topologique = ensemble
X + topologie (données ensemblistes sur X). On a automatiquement le faisceau de
fonctions continues a valeurs dans R (faisceau d’anneaux).

(Rappel faisceaux....)

Variétés différentiables (resp. complexes) : espace topologique séparé + sous-
faisceau des fonctions différentiables (resp. holomorphes).

Dans ces définitions, les points sont importants : la variété est vue comme en-
semble de points.

Dans le cas différentiable, ( ou topologique, ou holomorphe affine), on retrouve
la variété comme le spectre maximal de l’algebre des fonctions différentiables Ax :

On a pour chaque x € X une application d’évaluation

Ax — R,
fe ).
C’est un morphisme de R-algebres. Le noyau est donc un idéal maximal M, de Ax.

Lemme 0.1 Si X est un espace topologique compact (ou une variété différentiable
compacte) séparé, X est de cette maniére en bijection avec l’ensemble des idéaux
mazimaux de Ax.

Espaces annelés. La notion qui émerge est celle d’espace annelé (resp. locale-
ment annelé) : C’est un espace topologique muni d’un faisceau d’anneaux A. (resp.
De plus le germe A, en x doit étre un anneau local.)

Morphismes d’espaces annelés. (X, Ax), et (Y, Ax) étant deux espaces
annelés, les morphismes de (X, Ax) dans (Y, Ax) sont donnés par les applications
continues entre ¢ : X — Y entre les espaces topologiques sous-jacents, accompagnés
d’un morphisme de faisceau d’anneaux (“pull-back”)

¢* ¢ Ay — Ax.
Dans le cas localement annelé, on demande que les morphismes de germes

" Ay p@) — Ax
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soit un morphisme d’anneaux locaux.

Le point de vue de la géométrie algébrique. Une variété algébrique n’est
pas tout d’abord un ensemble de points.

Raison : Elle sera définie par des équations polynomiales (& coefficients dans k)
dans A} ou PP7, ou k est le corps de définition. Si k n’est pas algébriquement clos,
il peut ne pas y avoir de points du tout, et pourtant la variété n’est pas en général
I’ensemble vide, au sens ou si on étend le corps k, on peut avoir des points.

Exemple : La variété d’équation ), x? = —1 est une variété algébrique réelle
trés intéressante, méme si elle n’a pas de points réels : son anneau de fonctions
algébriques est R[X1,...,X,]/ <>, XZ+1 >.

Par contre, si la variété n’est pas vide (comme variété algébrique), elle a des
points sur des corps qui sont des extensions algébriques du corps de base, ou méme
sur des corps beaucoup plus gros (le point générique, par exemple). Tous ces points
font partie du spectre (dans le cas affine) et se voient déja sans étendre le corps de
définition.

L’idée, dans le cas affine, est de partir de 'anneau A des fonctions algébriques,
(une k-algebre de type fini) et d’introduire tout son spectre (idéaux premiers). Ce
spectre controle les k-points, mais aussi les k-points, correspondant aux points fermés
du spectre. Cela veut dire que 'on n’a pas d’évaluation des fonctions sur les points
du spectre, méme maximal. Ou plutot ’évaluation en un idéal maximal M est a
valeurs dans le corps résiduel A/ M, une extension algébrique de k.

Pourquoi ne passe-t-on pas tout de suite a la cloture algébrique du corps, ou on
a “tous” les points, au sens ou les corps résiduels sont égaux au corps de définition,
ce qui permet d’évaluer les fonctions ?

Il y a des quantités d’invariants attachés a une variété algébrique définie sur
k. En général, ce sont naturellement des k-espaces vectoriels obtenus comme des
groupes de cohomologie. Si on étend le corps de définition & un corps plus gros K,
les nouveaux invariants seront les anciens tensorisés par K. On a alors perdu la
k-structure.

Premiere partie

Schémas affines et projectifs, faisceaux
cohérents

1 Schémas affines et projectifs

Le corps k est donné. C’est le corps de base. L’anneau fondamental est I’anneau
k[X1,...,X,]. Dans le cas de P}, on considérera k[ Xy, ..., X,], et on le verra comme
un anneau gradué par le degré. Ces anneaux sont des k-algebres.

1.1 L’espace affine A}

Spectre : on considere le spectre Afj = Speck[X1,...,X,]. Comme ensemble c’est
I'ensemble des idéaux premiers de k[X1,...,X,]. Ce spectre possede la topologie



suivante, dite de Zariski : Les fermés de Speck[Xi,...,X,] sont donnés par les
idéaux I C k[X1,...,X,]. Si I est un idéal, le fermé associé est

Fr={p € Speck[Xy,...,X,], I C u}.
Exercice 1.1 Vérifier que c’est une topologie.

Noter que si Uy := Speck[X1,...,X,] \ Fr est le complémentaire de F7, on a
Ur = UserUy, ou Uy := {pn € Speck[X1,...,X,], f & pn}. Les ouverts Uy sont dits
affines. Par ce qui précede ils forment une base d’ouverts de Spec k[X, ..., X,].

Remarque 1.2 Deux idéauz différents peuvent définir des fermés égaux. Le contenu
du “Nullstellensatz” précise la relation entre deux idéaux définissant le méme fermé.

Par contre, si on s’intéresse aux sous-schémas, c’est-a-dire aux fermés munis
d’un faisceau structurel, (voir plus loin), ils sont exactement en bijection avec les
1déaur.

Faisceau structurel O. Soit 0 # f € k[Xy,...,X,], définissant un ouvert Uy =
Speck[X1, ..., Xy]s constitué des idéaux premiers ne contenant pas f. On pose alors
O(Uy) = k[X1,...,X,]f, lelocalisé en f de k[X1,..., X,]. Le faisceau structurel est
le faisceau associé au préfaisceau Uy — k[X1,..., X,,] défini seulement sur les Uy.

On a le résultat suivant, qui montre le préfaisceau ci-dessus était déja un faisceau :

Proposition 1.3 SiU; = Uy U...UUy,, alors 'ensemble des (0;) € k[ X1,..., X5,
oj dans k[X1,..., Xp]ys5, est égal a O(Uy) = k[X1,..., Xy]s. En d’autres termes
F(va OUf) = O(Uf)

Démonstration. Dire que Uy, C Uy équivaut a dire que f divise fl-l pour un certain
[ et il en résulte que k[X1,..., Xy]7 5 = k[X1,..., Xy]y,.
En effet, cela signifie que tout idéal premier contenant f contient f;, et donc que

o; =

tout idéal premier de k[ X1, ..., X,]/ < f > contient 'image de f; dans k[X1, ..., X,]/ <

f >. Donc

fi € ﬂM/,L,
ou l'intersection est prise sur tous les idéaux premiers de k[X1,...,X,]/ < f >. 1l
est facile de voir que f; est alors nilpotent.

Le fait que Uy = Uy, U ... U Uy, équivaut a dire que 'idéal engendré par les f;
contient 1 dans k[X1,..., X,]r. En effet, dans le cas contraire, cet idéal est contenu
dans un idéal premier non trivial, ce qui donne un point de Uy dans l'intersection
des complémentaires des Uy,.

On a donc une relation f™ = >, g;f;. De méme, pour tout entiers {; > 0, on a
une relation f =3, gifili, ou m et les g; € k[X1,...,X,] dépendent des ;.

Soit maintenant (0;) € k[X1,..., Xu]y,, 00 = o5 dans k[ X1, ..., Xp]ss 5, = K[ X1,
Alors il existe [; tels que filioi € k[X1,..., X,

On a alors ), gifl-l"cri € k[Xy,..., X,

Mais d’autre part, on a o; = o; dans k[X1,. .. ,Xn]fifj- Cela entraine que filioj €
E[X1,...,Xp] et fz-liai = filiaj dans k[X1,...,X,]. On a donc pour chaque j :

Zgifl-lim' => (giff)o; = fmay,

(2

P L
ce qui montre que % est un élément de k[X1,..., X,]; qui se restreint & o;

sur Uj. [ ]

"’X”]fifj‘



Les schémas affines sont déterminés par leur anneau de fonctions. Dans le cas
de ’espace affine, cela se résume dans 1’énoncé suivant, qui n’est rien d’autre que la
proposition précédente appliquée a f =1 :

Proposition 1.4 On a I'(A},0) = k[X1,...,X,].

Germe. Soit € Speck[X, ..., X,]. Par définition, le germe Oan z est le localisé
k[X1,..., X,], relativement & la partie multiplicative S, := k[X1, ..., X,] \ 1 (c’est
multiplicatif car p est premier). En effet, rappelons que le germe F, d’un faisceau
JF sur un espace topologique X en un point x est défini comme

Fx = h_r>nU,x6Uf(U)'

Dans notre cas, on peut prendre comme base d’ouverts contenant le point du spectre
correspondant a p les ouverts affines Uy := Speck[X1, ..., X,]f, pour f & p. Mais
la limite directe des k[X1,..., Xy]f pour f & p est précisément k[X1,..., Xy,

C’est bien un anneau local d’idéal maximal égal a k[ X1, ..., Xy,|,, ce qui montre
que notre espace annelé (Speck[X1,...,X,], O) est localement annelé.

Corps résiduel. Soit pu € A7. Le corps résiduel de p est le corps
kX1, Xalu/ k[ X, .o, Xolu

C’est un corps de fractions (c’est le corps de fonctions rationnelles sur I’ensemble
algébrique irréductible défini par p, voir plus loin).

Lorsque p est maximal, le corps résiduel est égal a k[X,. .., X,]/u. Ce corps est
une algebre de type fini sur k et donc est une extension algébrique de k; on peut
montrer ce résultat comme une conséquence du théoreme de normalisation d’Emmy
Noether 1.32, et du fait que anneau k[0, ..., 60,] est intégralement gros.

K -points. Si K est un corps contenant k, les K-points de A7 sont exactement
les morphismes de k-algebres

K[X1,.... X, — K.

C’est clairement en bijection avec K". Ces K-points sont aussi les morphismes de
k-schémas Spec K — Speck[Xq, ..., X,].
(NB. On n’a pas encore dit ce qu’est un schéma!!!, voir plus loin.)
Les K-points d’'un fermé X de A} défini par un idéal I sont les morphismes de
k-algebres
E[X1,..., X,/ — K.

Ils sont notés X (K).

Cette description des K-points résume assez bien la situation : algébriquement,
tout est dans 'anneau k[ X1, ..., X,]; k[X1,..., X,] est 'anneau des fonctions poly-
nomiales sur k™. Géométriquement, on retrouve k™ comme ’ensemble des k-points
de A}. A ce stade, la situation est proche de la situation topologique, car les fonc-
tions (polynémes) sont bien des fonctions sur k™ & valeurs dans k. Quand on passe



aux K-points, ce n’est plus le cas, et on constate de plus qu’on a affaire a un nouvel
ensemble de points.

Points fermés. Soit p € Speck[X1,...,X,]. C’est un point d’un espace topolo-
gique. Ce point est fermé s’il est égal a sa cloture de Zariski . Cette cloture est
Iintersection des fermés contenant p. Or le plus petit fermé contenant p est

{v € Speck[X1,...,Xy], n Cv}.

Donc on a prouvé que le point p est fermé dans le spectre si et seulement si I'idéal
1 est maximal.

Point générique. L’idéal 0 de A} est premier car k[X1,...,X,] est integre. On
a donc un point particulier de A}, appelé le point générique. Son corps résiduel
est le corps de fractions k(X1,...,X,). Ce point est générique car aucune fonction
[ € k[X1,...,X,] ne s’annule dessus, de sorte que sa cloture de Zariski est A}.

1.2 L’espace projectif P}

Ici il y a deux présentations possibles.
1) Via les spectres gradués : On part de I'anneau gradué k[Xo, ..., X,], et on
considere
L= Proj k[Xo, ..., Xy

= {p C k[Xo, ..., Xy], uideal premier, gradue, p #< Xo,..., X, >}.

La topologie est la topologie de Zariski : Il suffit ici de prendre les idéaux I gradués
de k[Xo, ..., Xy], et on a alors les fermés associés :

Fr ={u € Projk[Xo,...,Xn], I C p}.

Pour la structure d’espace annelé, on fait la chose suivante : Par définition, pour
tout u € Projk[Xo,...,X,], il existe un i € {0,...,n} tel que X; & p. Alors p
appartient a 'ouvert de Zariski U; défini par X :

Ui :={p € Proj k[Xo,...,Xn], Xi & pu}.

On pose Oy, = k[Xo/Xi,...,X,/Xi], et plus généralement, la structure d’espace
annelé sur U; est donnée en observant que comme espace topologique,

Ui == Speck:[Xo/Xi, e ,Xn/Xz]

(vérifier).

Pour construire une structure d’espace annelé globale, on utilise I'isomorphisme
k[ Xo/Xi, ..., Xn/Xi] = k[Xo/Xj, ..., Xn/X;]| donné sur les coordonnées par la mul-
tiplication par X;/X;. La fonction X;/X; est “inversible” sur I'ouvert U; N U; qui
est constitué des idéaux premiers ne contenant ni X; ni Xj;. Ici inversible veut dire
que X;/X; est inversible dans I'anneau O, en chaque point p.



Cet isomorphisme correspond & I'identification naturelle
K[ Xo/Xi, .o, X/ Xilx; 2 k[Xo/ X5, Xn/Xj]x,-

Le terme de gauche est I'anneau de fonctions sur U; N U; vu comme un ouvert de
Ui, et le terme de droite I’anneau de fonctions sur U; N U; vu comme un ouvert de
Uj. A T'aide de ces identifications, on obtient une structure globale d’espace annelé.

Point de vue schématique. On n’est pas forcé d’utiliser la notion de “Proj” pour
définir P!. Comme on le verra plus loin, cette notion est surtout utile pour voir P}
comme un schéma muni d’un faisceau inversible ample.

On définit P} comme la réunion de n + 1 espaces affines

U; = Speck[Xo, . .. X, , X
Les recollements U; N U; sont donnés par I'identification
k[ Xos .oy Xiy ooy Xalx, 2 k[ Xo, ., Xy, Xalx,

envoyant Xy, k # i sur X;X;/X;. Cet isomorphisme induit comme ci-dessus un
isomorphisme d’espaces annelés

(SpecU;); = (SpecUsj);,

ot le terme de gauche (resp. de droite) est 'ouvert de U; défini par X; (resp. I'ouvert
de U; défini par X;). Ceci fournit les recollements souhaités en posant U; N U; =
(Spec Ui)j cU, = (S’pchj)i C Uj.

La grande différence entre 1’espace affine (plus généralement les schémas affines)
et lespace projectif (plus généralement les schémas projectifs) réside dans le fait
que 'espace affine est déterminé par (et détermine) un anneau, qui est I’espace des
sections globales de O (cf Proposition 1.4). Ceci n’est pas du tout vrai pour 'espace
projectif. En fait on a :

Proposition 1.5 I'(P}, 0) = k.

Démonstration. On utilise la proposition 1.4, qui dit que les sections globales
de Opy sur U; s’identifient & E[Xo,...,X;,..., Xy]. Sur U;NUj, les sections globales
doivent étre des couples constitués d’un polynéme P; en X, [ # i et d’un polynéme
Pj en X, | # j, satisfaisant la condition que P; = Pi(X;X;/X;). Il faut vérifier que
ces polynomes sont constants.

|

k-Points de IPy.
Lemme 1.6 Les k-points de P} s’identifient aux droites de kel

Démonstration. On voit ceci de la maniere suivante : un k-point de P} est un
morphisme de k-schémas Speck — P}!. L’image d’un tel morphisme est contenu
dans un ouvert affine standard U; ou X; # 0, (car le Proj ne contient pas 'idéal



< Xo,..., X, >) et est alors un k-point de U;. Or U; est isomorphe a A} Un k-point
de U; est donc un élément de k™ ; voyons k™ comme I’hyperplan affine de k"1 défini
par z; = 1. Alors cet ensemble parametre aussi des droites de k™!, par u —< u >
(précisément, I’ensemble des droites qu’on obtient ainsi est I’ensemble des droites
non contenues dans 'hyperplan {z; = 0} et donc admettant un vecteur directeur
satisfaisant z; = 1). Ainsi les k-points de chaque U; parametrent des droites de k"1 ;
il reste a vérifier que sur les k-points de U; N Uj, les identifications avec des droites
de k" via U; et via U; coincident. [

1.3 Schémas quasi-projectifs
1.3.1 Schémas affines sur un corps

On peut définir plus généralement le spectre d’une k-algebre de type fini A de la
méme facon qu’on a défini A}. Les objets qu’on obtient sont les k-schémas affines
de type fini. On pose

X := Spec A,

I’ensemble des idéaux premiers de A, qu’on munit de la topologie de Zariski. Une
base d’ouverts est constitué des ouverts affines Xy := Spec Ay C Spec A. En effet,
Ay est également de type fini sur £. La structure d’espace annelé est donnée comme
précédemment en associant I’anneau Ay a l'ouvert X;. Ceci définit un préfaisceau
d’anneaux, et le faisceau structurel Ox est le faisceau associé. La proposition 1.4
reste vraie, avec essentiellement la méme démonstration (rendue un peu plus subtile
du fait que 'anneau A n’est plus supposé integre) :

Proposition 1.7 Pour Xy un ouvert affine de X, on a I'(Uy,Oy,) = Ay.

Les schémas affines sont en fait les sous-schémas fermés de A} pour un n adéquat. Ici
les sous-schémas fermés sont les fermés Y C A} (pour la topologie de Zariski) définis
par un idéal I C k[X1, ..., X,], avec faisceau structurel défini de la fagon suivante :
Pour tout ouvert Uy de A, induisant Yy :=Y N Uy, on pose Oy, = (’)Uf/IOUf.

La raison pour laquelle on peut réaliser un k-schéma affine de type fini comme
sous-schéma d’un A} est le fait que toute algebre de type fini A est un quotient

A=k[Xy,... X,]/L

Le spectre de A s’identifie alors au fermé défini par I dans A} car un idéal premier
de A est la méme chose qu’'un idéal premier de k[X7, ..., X,] contenant I. D’autre
part, on a l'isomorphisme

Ap 2 K[X0, ..., Xl p/TR[X 0, . Xl g,

qui montre que la structure d’espace annelé sur Spec A est bien la structure induite
de sous-schéma.

Le Nullstellensatz. Chaque idéal I de k[X1,..., X, définit deux objets : un sous-
schéma de A} et un fermé de A7. La donnée du sous-schéma est équivalente a celle
de l'idéal, & cause de la proposition 1.7 appliqué a f = 1.
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Par contre, si I est un idéal, et p est un entier, I? et I définissent le méme fermé
de A7. Plus généralement, si f est telle que fP € I, pour un entier p > 0, il est clair
que f appartient a tout idéal premier p contenant I.

Définition 1.8 L’ensemble des [ satisfaisant la condition précédente est appelé le
radical de I, et noté V1.

Le théoréme des zéros de Hilbert (ou Nullstellensatz) s’énonce de la maniere
suivante :

Théoréme 1.9 Soit Y C A} un fermé défini par un idéal I. Alors les éléments
f € k[Xq,..., X, s’annulant sur les points fermés de Y, c’est-a-dire tels que f €
w, Y €Y point fermé, est égal a V1.

Rappelons que les points fermés de Y sont les éléments du spectre maximal de
kE[X1,...,Xn]/1.

On obtient une version encore plus géométrique lorsque k est algébriquement
clos. En effet, dans ce cas, comme on I’a vu plus haut, les idéaux maximaux de
Y sont en fait les k-points de Y (en général, ce sont les k’-points, ot k' est une
extension algébrique de k).

Corollaire 1.10 Si k est algébriquement clos, les éléments de k[X1,...,X,] s’an-
nulant sur les k-points de Y sont les éléments de V.

Démonstration du théoréme 1.9. On considere 'algebre de type fini A =
E[X1,...,Xy]/I. On veut montrer que l'intersection de ses idéaux maximaux est
constituée d’éléments nilpotents. Supposons que f € A n’est pas nilpotent. Considérons
S={1,f,...,fP,...}. S ne contient pas 0, et le localis¢ Ag = Ay est donc non nul.
Il existe alors un idéal maximal M de Ag, différent de Ag. La trace de M sur A est
alors un idéal maximal de A. En effet, notons que Ag est de type fini sur &, et donc
le corps Ag/M est nécessairement une extension algébrique de k, puisque c’est une
k-algebre de type fini. La sous-algebre

AJ(MNA) C Ag/M

est donc aussi un corps, et M N A est bien maximal. Or f ¢ M N A puisque f
est inversible dans Ag et M # Ag. Donc f n’est pas dans l'intersection des idéaux
maximaux. [ |

Finalement, qu’est-ce qu'un k-schéma de type fini? c’est un espace annelé loca-
lement isomorphe a un k-schéma affine de type fini et qui est couvert par un nombre
fini d’ouverts affines.

Exemple type : P}.

Autre exemple non séparé : Prendre deux copies de Al = Speck[X] et les
recoller par I'isomorphisme Id de Pouvert A} \ {0} o X # 0. Gréce & la propriété
noethérienne des anneaux de polynomes, on a :

Lemme 1.11 Tout ouvert de Zariski dans un k-schéma de type fini est encore de
type fini.

11



Démonstration. Il suffit de considérer un ouvert de Zariski U C Spec A ou A est
une k-algebre de type fini. Soit J un idéal de A tel que

U={ue€SpecA, J g u}.

Comme A est noethérienne, J admet un nombre fini de générateurs f;, 1 < i < n,
et on a U = UTUy,, ou Uy, = Spec Ay, est bien affine de type fini.
|

On introduira plus loin la propriété de séparation, qui sera automatiquement
satisfaite pour les schémas quasi-projectifs, mais n’est pas automatique pour des
k-schémas abstraits.)

Morphismes. Les morphismes de k-schémas sont les morphismes d’espaces locale-
ment annelés sous-jacents, tels que les morphismes d’anneaux correspondants soient
des morphismes de k-algebres.

Remarque 1.12 Dans la définition de morphismes d’espaces localement annelés
[ (X,Ax) — (Y, Ay), on demande que f : X — Y soit continue, que f* :
f~1Ay — Ax soit un morphisme de pull-back associé, et que sur les germes :

[ Ay p@) — Axe

soit un morphisme d’anneaux locauz, c’est-a-dire que
-1
(fF) (M) = M.

Exemple 1.13 Si k' est un corps contenant k, on peut voir Speck’ comme un k-
schéma, pas forcément de type fini (il y a un seul point, 'anneau local en ce point
est k' qui est bien une k-algebre. Si X est un k-schéma, Morg(Speck’, X) s’identifie
aux k’-points X.

Proposition 1.14 Les morphismes de k-schémas affines de type fini s’identifient
de facon contravariante aux morphismes de k-algébres de type fini.

Démonstration. En effet, si ¢ : X = SpecA — Y = Spec B est un morphisme
de k-schémas affines de type fini, on a un morphisme ¢* : T'(Y,Oy) — I'( X, Ox).
Par la proposition 1.7, on obtient donc ¢* : B — A. Inversement, un morphisme
¥ : B — A de k-algebres fournit une application continue ¢ : Spec A — Spec B,
p— (i), et des morphismes localisés

Yy B — Ay

qui fournissent le morphisme voulu d’espaces annelés.
Il faut utiliser le fait que ¢ est un morphisme d’espace localement annelés pour
montrer que ces deux fleches sont inverses 'une de 'autre. [
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1.3.2 Schémas projectifs

On s’intéressera particulierement aux schémas projectifs, c’est-a-dire aux k-schémas
de type fini qui peuvent se réaliser comme des sous-schémas fermés d’un P}, pour
un n adéquat. Noter que si Y C P} est un sous-schéma projectif, il existe d’autres
réalisations de Y comme sous-schéma d’un espace projectif.

Autre description : via les “Proj”. Les objets qu’on obtient sont alors spécifiquement
plongés. Un sous-schéma fermé Y de P} est caractérisé par son idéal gradué I C
k[ Xo,...,Xy], Io = 0. Alors Y = Proj k[Xy,...,X,]/I, c’est-a-dire que Y est 1’en-
semble des idéaux premiers homogenes de k[Xy,...,X,]/] qui ne contiennent pas
< Xg,...,X, >, muni de la topologie de Zariski. Le faisceau structurel est décrit
sur les ouverts Y; := Y N U; comme dans le cas affine. Noter que I induit un idéal

I, C k[XQ,...,)?Z‘,...,Xn],

ou l'on voit k[Xo, ... X, , X,] comme un quotient de k[Xo, ..., X,] obtenu en fai-
sant X; = 1 (déshomogénéisation). Alors Y; = Spec k[ X, . .. ,)A(i, ..., Xpn]/I; comme
espace annelé, et les regles de recollement pour le faisceau structurel le long de Y;NY}
sont les mémes que pour l’espace projectif.

On verra plus loin comment interpréter les morceaux gradués de 1’algebre

k[Xo, ..., Xn]/1

comme des espaces de sections de faisceaux adéquats sur Y.

1.3.3 Schémas quasi-projectifs, opérations

Les schémas quasi-projectifs sont les sous-schémas localement fermés d’un es-
pace projectif. En d’autres termes, ce sont des ouverts de Zariski dans des schémas
projectifs.

Exemple 1.15 (Un schéma qui est quasi-projectif mais n’est ni affine ni projectif).
On peut considérer P} \ {z}, olt z est un k-point de P}. Comme {z} est fermé, c’est
un ouvert de P'. Ce n’est pas un schéma affine des que n > 1, car on a :

Lemme 1.16 Sin > 1, HO(P?\ {z},0) = k.

En effet, on a déja vu que la réunion U de deux ouverts affines standard U; et U;

de P} satisfait HO(U, O) = k. (Voir Démonstration du lemme 1.5). Si n > 1 cette

réunion ne remplit pas P} car il existe un point z qui n’est pas dans U, c’est-a-dire

satisfait les équations X; = X; = 0. Pour cet x on a alors H*(P} \ {z},0) = k. Le

cas général s’en déduit par un argument d’homogénéité (voir Exercice suivant).
Enfin il n’est pas projectif, car sinon I'inclusion

w \ {2} = Py

serait fermée (voir Corollaire 1.38.) |

Exercice 1.17 Soient x, y deuz k-points fermés de IP}}. Alors il existe un automor-
phisme (de schéma) de P} envoyant x sur y.
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Produit. On veut définir des produits dans la catégorie des k-schémas. Dans le cas
affine, le produit Spec A X Spec B est défini comme Spec (A ®;, B). En particulier
c’est encore un schéma affine.

Ce produit satisfait (justifiant a posteriori la terminologie)

Lemme 1.18 Pour tout corps K contenant k, X x;, Y (K)=X(K) x Y(K).
En effet, on a par définition
X(K)=Homp_q4(A, K), Y(K) = Homy_q4(B, K)
X xp Y(K) = Homy_q4(A®y B, K).
L’énoncé est donc équivalent a
Homy_q1g(A®y B, K) = Homp—_qi4(A, K) x Homy_q4(B, K).
Or on a des fleches évidentes dans les deux sens, I'une par restriction &4 A ® 1 et

1 ® B, 'autre qui a (¢, 1) associe ¢ ® 1. [ |

Remarque 1.19 1l est clair d’apres la démonstration qu’on pourrait ici rempla-
cer les K-points par les morphismes de k-schémas de Z dans X, Y, X x; Y pour
n’importe quel Z.

Remarque 1.20 (Sur la topologie de Zariski) La topologie de Zariski sur X xj Y
n’est pas la topologie produit. La topologie de Zariski est extrémement grossiere (les
ouverts sont beaucoup trop gros). La topologie de Zariski sur le produit est plus fine
que la topologie produit : les ouverts de la forme U x V ne forment pas une base
d’ouverts car leurs complémentaires sont des unions de la forme X x FUF’ x Y, et
il existe des fermés de X x; X qui ne sont pas contenus dans des fermés de ce type.
(Faire un exemple avec A7 = A} xj A} et le fermé défini par X1 — X, dans AZ.)

Une fois qu’on a les produits de schémas affines on peut faire des produits
de schémas par recollements des produits d’ouverts affines. Le produit de deux k-
schémas affines est affine. Le produit d’un schéma affine et d’un schéma projectif
n’est en général ni affine ni projectif, mais on a les résultats suivants.

Proposition 1.21 Le produit de deux k-schémas projectifs est projectif.
Démonstration. Ici il faut utiliser le plongement de Segre
]P)Z Xk PZL R ngm—l—l)(n—&-l)—l.
Ce morphisme est induit par le morphisme d’algebres de k-algebres graduées
k[ Xijlo<i<no<j<m — k[Xi] @k E[X}],

envoyant X;; sur X;X;. Il faut aller au chapitre suivant pour voir comment cela
fournit un plongement fermé. Il en résulte que pour tous schémas projectifs X C
Pz, Y C P}, on a un plongement fermé de X x; Y dans P,(Cmﬂ)(nﬂ)_l. [
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Proposition 1.22 Le produit de deuz k-schémas quasi-projectifs est quasi-projectif.

Démonstration Comme X est ouvert dans un schéma projectif X’ et Y est ouvert
dans un schéma projectif Y, on trouve que X x; Y est ouvert dans X’ x; Y’. Or ce
dernier est projectif par la Proposition précédente. [

Extension des scalaires. Soit X un k-schéma, et soit k' un corps contenant k.
Alors X, X Speck’ peut étre vu comme un k’-schéma, vu que par construction son
faisceau structurel est un faisceau de k’-algebres. Ce k’-schéma est noté Xj.

Exercice 1.23 Si X = A}, alors X3y = A}, Si X =P, alors Xy = P},.

Propriété de séparation. Les k-schémas quasi-projectifs possedent la propriété de
séparation, qui dit que la diagonale de X xj X (I'image du morphisme diagonal) est
fermée dans X x5 X . En général si on veut travailler avec des schémas plus généraux,
on demande que cette propriété soit satisfaite. C’est 'analogue de la propriété Hauss-
dorf pour les espaces topologiques. Comme X C P}, et que la diagonale de X n’est
rien d’autre que l'intersection de la diagonale de P} avec X xj, X, il suffit de voir que
la diagonale de P} est fermée. Or elle est définie dans P} x;, P} par I'idéal (homogene
en les deux groupes de variables) engendré par les X;Y;—X;Y;, 0 <i <n, 0 < j < n.

Produits fibrés. Si ¢ : X — Z et ¥ : Y — Z sont des morphismes de k-schémas,
on définit le produit fibré X x 7Y comme le sous k-schéma (¢, 1) "1 (Az) de X x Y.
Ici Ay C Z x Z est la diagonale de Z. On vient de voir que c’est fermé si Z est
quasi-projectif. En général c’est fermé par définition si Z est séparé.

Remarque 1.24 (Finale sur cette section) On s’est restreint ici aux schémas de
type fini sur un corps. C’est une grande simplification technique du point de vue
de I'algébre commutative, car cela va permettre de se restreindre aux k-algebres de
type fini. C’est aussi raisonnable du point de vue géométrique.

Cependant, c’est aussi beaucoup trop limitatif a certains égards : La propriété de
type fini est trop restrictive : on a vu par exemple I'utilité de ’extension des scalaires
X — Xk qui fait intervenir le k-schéma Spec K — Speck. Ce dernier n’est pas
de type fini sur k, sauf si K est algébrique sur k. Mais il est souvent utile de faire
intervenir des corps qui ne sont pas des extensions finies de k. Par exemple, le corps
de définition du point générique de X, qui est le corps de fonctions de X!

Un autre exemple ol la propriété “de type fini” n’est pas satisfaite, est donné par
les complétés formels (cf section 3.3) qui sont tres utiles pour différentes raisons (par
exemple, ’absence d’un théoréme des fonctions implicites en géométrie algébrique).

De plus, beaucoup de constructions pourraient se faire aussi avec un anneau de
base arbitraire, et en particulier sur ’anneau Z. Méme du point de vue géométrique,
les variétés définies sur un anneau de base qui est un anneau A de fonctions sur k
peuvent étre vues comme des variétés munies d’un morphisme dans Spec A et donc
en quelque sorte comme des familles de variétés. Si on remplace A par son corps
de fonctions, on obtient la fibre générique, et si on remplace A par un de ses corps
résiduels, on trouve une fibre spéciale. Donc c’est encore plein de sens géométrique.

1.4 Premieres propriétés des schémas quasi-projectifs

Irréductibilité.
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Définition 1.25 Un k-schéma quasi-projectif X est irréductible si X = X3 U Xo,
avec X; fermés dans X, entraine X = X1 ou X = Xo.

Exemple 1.26 Si k' est une extension algébrique galoisienne de k, Speck’ est
irréductible, étant réduit & un seul point. Pourtant, apres extension des scalaires,
c’est-a-dire, en prenant le produit avec la cloture algébrique Speck de k, le nouveau
schéma possede [k’ : k| k'-points (& la fois ouverts et fermés), et donc n’est plus
irréductible.

Il est donc raisonnable d’introduire la définition suivante :

Définition 1.27 Un k-schéma quasi-projectif X est dit géométriquement irréductible
si le k-schéma Xt est irréductible.

Proposition 1.28 Tout k-schéma quasi-projectif X est une union finie de k-schémas
quasi-projectifs irréductibles.

Démonstration. X est couvert par une union finie d’ouverts affines U;. En effet,
tout ouvert U dans un k-schéma affine de type fini Spec A est couvert par une union
finie d’ouverts affines, car si I est I'idéal de A tel que U est le complémentaire du
fermé défini par I, I admet un nombre fini des générateurs f; sur A par la propriété
de noetherianité satisfaite par les k-algebres de type fini, et alors U = U;Spec Ay, .

Chaque U; est égal a Spec A;, ou A; est une k-algebre de type fini. Une telle
algebre admet un nombre fini d’idéaux minimaux g, et on a alors SpecA; =
U;Spec A;j, out Ajj = Ai/pij. Aij étant integre, Spec A;; est irréductible. En ef-
fet, si deux fermés F et G de Spec A;; satisfont F'UG = Spec A;;, on peut supposer
ces fermés définis par une seule équation f, g respectivement. Alors tout idéal pre-
mier de A;; contient soit f soit g et donc contient fg. On a vu (Théoreme 1.9) que
cela entraine que fg est nilpotent. Donc f = 0 ou g = 0 car A;; est integre. On a
donc écrit

X = Ui,jUi,j

avec U; ; irréductible et fermé dans Spec A;. 11 en résulte que X = Ui’jﬁi’j, ou Ui,j
est la cloture de Zariski de U; j dans X. Mais comme U; ; est irréductible, U; ; est
aussi irréductible. [

Schémas réduits.

Définition 1.29 Un k-schéma de type fini X est dit réduit si ses anneaux locaux
n’ont pas d’éléments nilpotents non nuls.

Tout k- schéma de type fini X admet un schéma réduit sous-jacent X,.4, qui est un
k-schéma de type fini, uniquement déterminé par les conditions suivantes :

1. X,cq C X est un sous-schéma fermé.

2. X,eq = X comme espaces topologiques.

3. La structure d’espace annelé de X,.; sur 'espace topologique X est déduite
de celle de X en considérant le faisceau d’anneaux U — I'(U, Oy) /Ry, ou Ry
est ensemble des éléments nilpotents de T'(U, Op) (c’est un idéal).
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Il suffit de vérifier que ceci définit bien un faisceau pour conclure a 'existence de
X, eq. Cela se voit en notant que si A est un anneau et u est un idéal premier de A,
et R, resp. Ry, est le radical nilpotent de A, resp. A,, ona R C u, R, = RA, et
(A/R)y = Au/Ry.

Il est immédiat que X,..q est aussi un k-schéma de type fini. [

Théoréme 1.30 Un k-schéma quasi-projectif est irréductible et réduit si et seule-
ment st il est conneze et ses anneaux locaur sont intégres.

Démonstration. Supposons que X est connexe et que ses anneaux locaux sont
integres. En particulier X est réduit. Soit d’autre part U un ouvert affine non vide
de X. Soit A l'anneau des fonctions algébriques sur U. C’est un anneau integre
puisque ses localisés sont integres. Il en résulte que U est irréductible, comme on I'a
vu dans la démonstration de la proposition 1.28. On va montrer que U est Zariski
dense dans X. Cela entrainera immédiatement que X est irréductible.

Pour cela, notons que par 'argument précédent, tout ouvert non vide de U est
dense dans U. Supposons que U n’est pas dense dans X. Alors il existe un ouvert
affine V non vide de X qui ne rencontre pas U. La cloture de Zariski V ne peut pas
rencontrer U. En effet si u € V NU, il existe un ouvert affine W de X contenant .
Cet ouvert rencontre U et V et donc W NU et W NV sont denses dans W, et donc
d’intersection non vide, contradiction. Pour conclure, on note que X \ U est couvert
par une union finie d’ouverts affines V;, et ce qui préceéde montre que X \ U contient
les V;. Donc X \ U est fermé, et donc vide car X est connexe.

Inversement, supposons X irréductible et réduit. La connexité est alors évidente.
Soit d’autre part U un ouvert affine non vide de X. Soit A 'anneau des fonctions
algébriques sur U. C’est un anneau integre. En effet, si ce n’est pas le cas, on a
fg=20,f#0,g#0 et 'ouvert U = Spec A est 'union de I'’ensemble F; des idéaux
premiers contenant f et de I’ensemble Fj, des idéaux premiers contenant g. Leur
intersection est vide car en un point p de l'intersection, 'anneau local A, ne serait
pas integre. Alors X s’écrit comme 'union des fermés X \ Spec A, et des clotures de
Zariski Ff, Fg, ce qui contredit I'irréductibilité.

|

Définition 1.31 Une variété (définie sur k) est un k-schéma quasi-projectif irréductible
et réduit.

Ce qui précede montre que pour X une k-variété, le corps de fractions Frac A ne
dépend pas du choix de 'ouvert dense U = Spec A. On le note k(X). C’est le corps
de fonctions de X. On note aussi que le point générique d’un ouvert affine U non
vide est un point de X qui ne dépend pas du choix de U, puisque deux ouverts
affines ont une intersection dense dans chacun des deux. C’est le point générique de
X. Son corps résiduel est par définition k(X).

La dimension d'un tel X est définie comme le degré de transcendance de k(X)
sur k. Plus généralement, la dimension d’un schéma de type fini sur k est défini
comme la dimension maximale de ses composantes irréductibles.

La notion de dimension (pour un schéma affine) est particulierement illustrée
par le théoréme de Normalisation d’Emmy Noether :
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Théoréme 1.32 Soit A une k-algébre intégre de type fini sur k, et soit K = Frac A.
Alors si v = Trdeg(K : k), il existe 01,...,0, € A tels que A est contenue dans la
cloture algébrique de l'algébre de polynomes k[f1, ..., 0,].

Rappelons que a € A C K est dans la cloture algébrique de k[fy,...,0,] si a €
K est solution dans K d’une équation algébrique normalisée a coefficients dans
k[f1,...,0,] C A. On dit aussi que A est entiere sur k[fy,...,0,].

Démonstration. On va raisonner sur le nombre minimal de générateurs de A,
i.e. sur I'entier minimal n tel que A est engendré par des éléments 61, ..., 6, comme
k-algebre.

Notons qu’on a n > r puisque A est un quotient de k[, ..., 6,], de sorte que K
est engendré comme sur-corps de k par 01,...,0,.

De plus, sir = n,'idéal I = Kerk[01,...,0,] — A estréduit a 0, car une relation
polynomiale entre les #; fournirait une relation polynomiale entre les 6; dans K, qui
entralnerait que pour un choix adéquat d’ordre des 6;, 0, serait algébrique sur le sous-
corps de K engendré par les 0;, i < n — 1, de sorte qu'on aurait Trdeg(K : k) < r.
Ceci montre le résultat pour n = r.

Supposons maintenant n > r. Alors il existe une relation polynomiale P(6;) =0
non triviale a coefficients dans k entre les 6;. On va montrer que quitte a changer les
¢; par une tranformation linéaire ¢, = 3 ; a;ijb;, aij € k, larelation P(6;) = 0 fournit

une relation de dépendance algébrique de 6/, sur la sous-algebre A’ de A engendrée

par 07,...,0/ _, c’est-a-dire une relation

Q(6,) =0,

ol Q est & coefficient dans A’, et est normalisé.

Ici, on va tricher un peu pour simplifier la preuve, et supposer que le corps k est
infini.

Considérons un changement de variables du type

0; = 02 - aien; Hn - 0;;

ol les oy sont arbitraires dans k, et o # 0.

L’équation P(#y,...,60,) = 0 fournit
Soit d le degré de P, c’est-a-dire le plus grand degré d’un mondéme apparaissant dans
P. Alors le degré en 6], de P’ est au plus d. Montrons que pour un choix adéquat des
a;, le coefficient de degré en 6/, de P’ est en fait d, avec nécessairement un coefficient
dominant dans k. Pour cela, notons que si P, est le partie homogene de P de degré
d, le coefficient en (0/,)? de P’ est égal &

Pd(ai, 1)

Le polynéme P, étant non nul et homogene de degré d, il ne peut pas s’annuler sur
k™ \ {a,, = 1}, car k est infini, ce qui montre le résultat.

Une fois qu’on a ceci, on applique I’hypothese de récurrence a A’, ce qui donne
le résultat car Trdeg(K': k) = Trdeg(K : k), K' = FracA'.
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(Pour faire marcher la récurrence, il faut utiliser ici le résultat classique disant
que si on a une suite d’inclusions

A"c A cA

d’anneaux unitaires avec A entier sur A’ et A’ entier sur A”, alors A est entier sur

A"). |

Remarque 1.33 Plus géométriquement, cela signifie que X = Spec A admet un
morphisme fini sur Aj, (cf section 1.5).

Normalité.

Définition 1.34 Une k-variété X est normale si ses anneauz locauxr sont normaux,
c’est-a-dire intégralement clos dans leur corps de fractions.

Théoreme 1.35 Toute k-variété X admet une normalisation n : X — X qui est
une k-variété normale, et est définie par la condition que le morphisme de nor-
malisation n satisfait la propriété suivante : le faisceau O ¢ s’identifie au faisceau
(n"1Ox)a, ou lindice cl note la cloture intégrale dans le corps de fractions.

Notons en particulier que les corps de fonctions k(X) et k(X) sont égaux (on dit
que X et X sont birationnellement équivalentes). La normalisation est construite
en considérant le préfaisceau associé a U — I'(U, Opy)q pour U ouvert affine dans
X. On note d’abord que c’est un faisceau, qui est bien sir un faisceau de Ox-
algebres. X est défini comme le “spectre relatif” de ce faisceau, obtenu en recollant
les Spec Ay — Spec A, avec Spec A ouvert dans X, via les recollements naturels.

Complétude.

Définition 1.36 Un k-schéma de type fini X est complet s’il satisfait la propriété
susvante : Pour tout k-schéma de type fini Z, la seconde projection X X Z — Z est
fermée.

Théoreme 1.37 L’espace projectif P} est complet.

Démonstration. C’est de la théorie de ’élimination, ou encore cela peut s’obtenir
par la version projective du Nullstellensatz (Théoreme 1.9). Celle-ci dit dans le cas
projectif quun idéal I gradué de k[Xy, ..., X,] avec k algébriquement clos, satisfait
la condition que le sous-schéma associé est vide si et seulement si pour m >> 0, on
a I, = k[Xo, ..., Xn]m, ou 'indice m note le morceau gradué de degré m.

On applique cela de la facon suivante : on a la projection py : P} X, Z — Z et on
veut montrer qu’elle est fermée. Soit W un fermé de P} x;, Z. On veut montrer que
p2(W) est fermé. On peut supposer W irréductible réduit. On peut remplacer Z par
la cléture de Zariski de p2(W). On veut alors montrer que Z = pa(W). Supposons
qu’on ait un point u de Z qui n’est pas dans I'm py. Ici on peut remplacer Z par un
voisinage affine U = Spec A de p dans Z, et W est alors défini au-dessus de U par
un idéal I de A[Xy, ..., X,] homogene en les X;. On applique alors le Nullstellensatz
qui montre que l'idéal I restreint a la fibre de P} xj, Z au-dessus de p, c’est-a-dire
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qu’ contient la puissance m-ieme de l'idéal < Xg,..., X,, > pour un certain m. Il
en résulte (par Nakayama) qu’il existe un ouvert non vide V' C U contenant p tel
que l'idéal Iy contient < X, ..., X, >". Mais alors aucun point de U n’est dans
Im pa, ce qui contredit le fait que I'm po est Zariski dense dans Z. [

Corollaire 1.38 Tout k-schéma projectif est complet.

On a inversement.

Proposition 1.39 Un k-schéma quasi-projectif est complet si et seulement si il est
projectif.

En effet, soit j : X — Y l'inclusion ouverte de X dans un schéma projectif. Comme
X est complet, cette inclusion est fermée. En effet, elle se factorise par l'inclusion
fermée du graphe (Id,j): X — X x Y et la projection X XY — Y, qui est fermée
si X est complet. Donc X = X, la cloture de Zariski de X dans Y. Donc X est en
fait fermé dans Y et donc est projectif. |

Remarque 1.40 On a utilisé ici le fait que le graphe d’un morphisme de k-schémas
quasi-projectifs est fermé. Cela résulte du fait que ce graphe est 'image inverse par
lapplication (j,Id) : X xx Y — Y X} Y de la diagonale de Y. Or la diagonale de Y
est fermée, comme on 'a déja vu.

1.5 Premieres propriétés des morphismes

Platitude.

Définition 1.41 Un morphisme ¢ : X — Y de k-schémas est dit plat si via le
morphisme de pull-back
&* 16710y — Ox

les anneaux locaux de X sont plats sur les anneauz locaux de Y . En d’autres termes :
pour p dans X et v = ¢(u) € Y, Ox,, est plat sur Oy,y,.

Cette notion sera particulierement intéressante lorsqu’on introduira la notion de
pull-back (tiré en arriere en frangais!!) des faisceaux cohérents.

Exemple 1.42 Supposons que X est réduit et irréductible. Le morphisme de nor-
malisation n : X — X n’est plat que si X est normal et donc n est un isomorphisme.

Il faut pour cela utiliser le lemme suivant :

Lemme 1.43 Si A est Noetherien local et B est un A-module plat sur A de type
fini, alors B est localement libre.

Preuve. C’est une conséquence de Nakayama : soient by,...,b, une base de
B/pB comme k,-module, ou p est I'idéal maximal de A et k, = A/u. Alors par
Nakayama, des relévements (arbitraires) b; de b; dans B engendrent B comme A-
module. On a donc une suite exacte de A-modules

0—-R—A°*— B—0,
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qui par hypothese induit un isomorphisme
A° @4 k“ 2 B®a k#.
Or comme B est plat, la suite exacte ci-dessus induit une suite exacte
0—-R®aky,— A4k, > B®Rak, —0,

(symétrie des “Tor”).
Donc R ®4 k,, = 0 ce qui équivaut par Nakayama a R = 0. Donc B est libre. ®

Propreté.

Définition 1.44 Un morphisme ¢ : X — Y de k-schémas de type fini séparés
est propre s’il est universellement fermé, c’est-a-dire que pour tout k-schéma Z, le
morphisme naturel ¢z : X X Z — Y Xy Z est fermé.

Exemple 1.45 Un k-schéma de type fini X est complet si et seulement si le mor-
phisme canonique X — Speck est propre. Plus généralement, les projections X Xy
Y — Y sont propres pour X complet.

Remarque 1.46 Cela équivaut a dire que X — Speck est propre.

Exercice 1.47 Supposons que X est réduit et irréductible. Le morphisme de nor-
malisation n : X — X est propre.

Morphismes affines.

Définition 1.48 Un morphisme ¢ : X — Y de k-schémas de type fini est dit affine
si pour tout ouvert affine U de Y, ¢~ H(U) est affine.

Exemple 1.49 Par construction, le morphisme de normalisation est affine.

Soit ¢ : X — Y un morphisme affine de k-schémas de type fini. On a un faisceau
associé

¢Ox
sur Y, qui est un faisceau de Oy-algebres. En effet, on utilise la fleche naturelle
Oy — ¢.(¢7'0y)
et le morphisme de pull-back :
¢*: 970y — Ox

pour construire la fleche Oy — ¢.Ox. Notons que comme ¢ est affine, ce faisceau
de Oy-algebres détermine X comme le spectre relatif de ¢,Ox, obtenu en recol-
lant les schémas affines Spec ¢.Ox(U) au-dessus des ouvets affines U de Y via les
recollements naturels donnés par la propriété de faisceaux de ¢,Ox.

Finitude.
La notion de finitude est extrémement restrictive :
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Définition 1.50 Un morphisme ¢ comme ci-dessus est fini s’il est affine, et si via
la fleche Oy — ¢,.Ox, les anneauz (¢+Ox )y, v € Y sont des extensions algébriques
des anneaux locaux Oy, .

Remarque 1.51 La notion d’extension algébrique est ici au sens fort des extensions
algébriques d’anneaux : tout élément de (¢.Ox),, v € Y doit satisfaire une équation
polynomiale normalisée & coefficients dans Oy,,,.. On dit aussi que (¢.Ox ), est entier
sur Oy,,.

Remarque 1.52 Un tel morphisme est propre. Les anneaux de fonctions de X
étant entiers sur ceux de Y, cela résulte des théoremes généraux de relevement des
idéaux premiers dans des extensions algébriques (cf [7], Theorem 5 page 34).

On verra plus loin comment construire des morphismes finis en considérant des
revétements cycliques.

Image inverse et Fibre. Soit ¢ : X — Y un morphisme de k-schémas de type fini.
Soit Z un sous-schéma fermé de Y. L’image inverse de Z est ’espace topologique
¢~ 1(Z), muni de la structure schématique suivante : Pour tout point v € Z, soit
U = Spec A un voisinage affine de v et soit I I'idéal définissant ZNU. Alors ¢~ (Z)N
¢~ 1(U) est défini dans chaque ouvert affine V tel que ¢(V) C U par I'idéal ¢*(I) C
L(V,0v).

En d’autres termes, le faisceau d’idéaux définissant ¢~1(Z) est égal & I'image de
¢*I7 dans Ox.

Soit p un point de Y et k, = Oy,,/p son corps résiduel. Soit U = Spec A un
ouvert affine de Y contenant u. Alors p s’identifie & un idéal premier de A. On a
alors le sous-schéma X /Q de X défini comme l'image inverse du sous-schéma défini
par .

La fibre X, en p est le k,-sous-schéma de X L défini de la facon suivante : topolo-
giquement, c’est ¢~ (). Schématiquement, les anneaux locaux de X . sont ceux de
X l’L tensorisés par k,. (On note que les anneaux locaux de X L sont des A/p-modules,
et que le produit tensoriel est pris sur A/p). En d’autres termes, cette fibre X, est
la fibre générique du morphisme induit X L — Spec A/ p.

Remarque 1.53 On aurait pu aussi introduire le morphisme naturel Speck, — Y
(point générique du sous-schéma irréductible défini par ;) et définir X, comme le
produit fibré

X, =X Xy Speck,,.

Noter que si p est un idéal maximal, alors k, = A/p et X, = X L

1.6 Pourquoi les schémas ?

Puisque tout k-schéma quasi-projectif est une union de schémas irréductibles,
et admet d’autre part un sous-schéma réduit sous-jacent, qui a le méme spectre,
on peut se demander pourquoi il est utile de considérer également des schémas non
réduits, et non pas seulement les variétés.
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- Raison 1. Si on veut compactifier les familles de variétés, on doit en général
accepter les fibres non réduites. Ici la notion de famille de variétés est simplement
la donnée d’un morphisme plat et propre X — B entre deux variétés.

Exemple 1.54 Considérons X C P! xP? défini par I’équation (homogene en Xg, X
et en Yp,Y1,Ys) :
F=Xo(Y24+Y2+YP)+ X Y7

On peut montrer que X est géométriquement irréductible, et que le morphisme sur
P! donné par la premiere projection est plat. La fibre au-dessus des points t € P!
tels que X # 0 en t est une conique plane réduite (singuliere lorsque Xy = —X),
et au-dessus du “point a 'infini” ot Xy = 0, elle devient non-réduite.

Raison 2. En théorie des déformations, les schémas artiniens irréductibles, qui
sont les schémas affines correspondant aux anneaux artiniens locaux, jouent un role
trées important. Or ces schémas correspondent a des anneaux de fonctions ou tous
les éléments non inversibles sont nilpotents, ’espace topologique sous-jacent étant
réduit a un point.

Exemple 1.55 Considérons le schéma Dy := Speck[t]/t?. Si X est un k-schéma,
un morphisme de k-schémas Dy — X est la donnée d’un k-point de X et d’un jet
d’ordre 1 passant par ce point. Si X est lisse, (voir section 7.3), ’ensemble de ces
morphismes est exactement 1’ensemble des k-points du fibré vectoriel Tx. (De méme
qu’en géométrie différentielle, on peut définir les vecteurs tangents comme les arcs
définis a l'ordre 1.)

2 Faisceaux cohérents

2.1 Faisceaux quasi-cohérents sur les schémas affines

Soit X = Spec A un schéma affine, ou A est une k-algebre de type fini. Soit M
un A-module, non nécessairement de type fini. Pour chaque f € A, on a le localisé
My qui est un A y-module. Ceci définit un préfaisceau M sur X, défini sur les ouverts
affines Uy = Spec Ay par M(Uf) = M. Le germe Mu de ce préfaisceau au point
p € spec A est le localisé M,, de M relativement a A \ p. Il est a distinguer de la

fibre en u, qu'on notera M), qui est le k,-espace vectoriel défini par

B

My = My @4, ky.

La proposition suivante montre que M est en fait un faisceau, qui est bien sar
un faisceau de Ox-modules.

Proposition 2.1 Pour chaque ouvert affine Uy de Spec A, on a

T(Uy, M) = My = M(Uy).
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Démonstration. La démonstration est identique & celle de la proposition 1.3. On
montre que si Uy = Uy, U...UUy,, alors 'ensemble des

(0i) € My, 03 = 0 dans My j,, (1)

s’identifie a M. Pour cela on utilise I'existence d’une relation dans A
l;
=g
i

pour tout choix de l; > 0, ou les g; dépendent de I;. Cela montre tout d’abord
linjectivité de la fleche naturelle

My — [ My,

En effet, si m € My s’annule dans chaque My f, on a fllzm = 0 dans My pour des
l; > 0. La relation f" =3, gifl-l" combinée avec fl-lim = 0 donne alors f"m = 0 et
donc m = 0 dans Mj.

Cette relation donne aussi la surjectivité de M sur 'ensemble (1), comme dans
la démonstration de 1.3. En effet, donnons-nous des o; € My, ;, comme ci-dessus, avec
o;—0o; = 0dans My y, ;.. Alors il existe des ; ; > 0 qu’on peut tous supposer égaux a
un certain entier s, tels que f;o; provient d’un élément m; de My et f;(ai —0;)=0
dans My y,. Il existe g; € A tels que f" =), g;f;. Posons alors

1
m = Fzgzmz S Mf.
i
Dans My f, on a m; = flo; et mj = fio; = fFo;. Donc

1 1
m= > 9ifioi =5 (3 9if)oi =0
m e
dans Mﬁfi‘ |

Définition 2.2 Un faisceau quasi-cohérent sur un k-schéma de type fini X est un
faisceau F de Ox-modules localement isomorphe a un faisceau du type M.

Cela signifie qu'il existe un recouvrement affine de X par des ouverts U; = Spec A;,
tels que la restriction de F a U; soit isomorphe a M;.

Remarque 2.3 On peut supposer ce recouvrement ouvert fini. En effet, les k-
schémas de type fini ont la propriété remarquable que tout ouvert est compact.
11 suffit de le vérifier pour les k-schémas affines X = SpecA. Si X = U;U;, ou U;
est le complémentaire d’un fermé F; défini par un idéal J; C A, alors ) . J; C A
ne contient aucun idéal premier de A, ce qui entraine que 1 € ). J;. Mais alors il
existe un nombre fini d’indices i1, ..., 4, tels que 1 € Y7 J; et donc UTU; = Spec A.

Théoréme 2.4 Tout faisceau quasi-cohérent F sur un k-schéma affine X = Spec A
de type fini est isomorphe a M pour un A-module M.
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Remarque 2.5 Notons que la fleche M +— M admet alors pour inverse, d’apres
la proposition 2.1, la fleche F — TI'(X,F). Cette fleche est alors clairement une
équivalence de catégories entre A-modules et faisceaux quasi-cohérents sur Spec A.

Démonstration du théoréeme 2.4. On va d’abord montrer que si Uy = Spec Ay
et 0 € F(Uy) est une section, alors pour un entier r, f"o s’étend en une section
de F sur X. Pour voir ceci, on rappelle que X a un recouvrement fini par des
U; = Spec Ay, tels que Fy, = M;, ot M; est un Ajg-module. Alors par définition
de ]\7Z il existe r; tel que "oy U, provient d’un élément de M;, c’est-a-dire d’une
section de g; de F sur U;. On peut supposer tous les r; égaux a un certain rg. Alors
o; — o s’annule sur U; N U; N Uy puisque c’est la différence des restrictions de f™0o
a U;N Uy et U; N Uy. 11 en résulte que pour un certain r;; que 'on peut supposer
constant égal a 1, on a f"(0; — o;) = 0 sur U; N Uj, puisque 'espace des sections
de F sur Uy NU; N Uj est celui des sections de F sur U; N Uj, localisé en f. Il en
résulte que les f707"1g; se recollent en une section de F sur X.

Soit maintenant M := I'(X, F). C’est un A-module. On a un morphisme évident
¢ de M dans F. Ce qui précede montre que ce morphisme est surjectif. En effet, le
résultat précédent peut s’énoncer en disant que la fleche My =T'(Uy, M) — I'(Uy, F)
est surjective, de sorte que la fleche M — F est surjective sur les germes.

Mais d’autre part, ce morphisme est aussi injectif, car on a par la caractérisation
des faisceaux une injection

ou M; = F(Ui,}"‘Ui). Ici, les U; sont des ouverts affines pour lesquels il existe des
I'(U;, Oy, )-modules N; tels que

‘7:|Ui = N;.

Alors on a, par la proposition 2.1, M; = N; et Z\Z = Fly,- Si p € X est un idéal
premier, on a une injection induite par (2) :

M, — ®ipev; Miy
Or le terme de gauche est le germe M, u» €t le terme de droite est la somme directe d'un
certain nombre de copies de F,, la fleche étant la somme directe de ¢, : M, — F,,.

Donc ¢, est injective, ainsi que ¢.
|

Définition 2.6 Un faisceau quasi-cohérent F sur un k-schéma de type fini est dit
cohérent si F est un faisceau de Ox-modules de rang fini.

Noter que les rangs des fibres F(,) comme k,-espace vectoriel dépendent de p. On
a:

Lemme 2.7 L’application p — rangg,F(,) est semi-continue supérieurement sur
X.

Démonstration. Soient 01,. .., 0, des générateurs de F(,,) sur k. Soient 71,...,7;
des relevements de o; dans F,. Alors par Nakayama, I’application naturelle

r
OX,MHf/—L
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donnée par les 7; est surjective. Il existe un ouvert affine U de p ou les 7; s’étendent
en sections globales 7/ de F. L’application

O — Fu

est déterminée par l'application correspondante au niveau des sections globales
(théoreme 2.4). Cette derniére étant surjective apres localisation au point p, son
conoyau est nul apres localisation au point u, et donc est nul sur un ouvert affine
U’ C U contenant pu. Il en résulte qu’on a la surjectivité de I’application

ru',op) -1, Fy)
et donc aussi par le théoreme 2.4 la surjectivité de la fleche
OTU/ — fU’
qui est donnée par les 7/. Il en résulte que pour tout point v € U’, on a

rang g, Fuy <1

Exemple 2.8 Considérons X = A} = Speck[X1,...,X,] et soit I I'idéal de k[ X1, ..., X,)]
engendré par X1, ..., X,. C’est un idéal premier p, (en fait maximal de corps résiduel

k, le k-point correspondant étant 0 € A} (k)). Si U est un ouvert de A} ne contenant

pas p, alors le faisceau d’idéaux (cf section 3) Z := I est trivial de rang 1 sur U : on

a Zy = Oy car au voisinage de tout point de U, I'un des X; devient inversible. Par
contre, le rang de Z(,y sur k;, = k est égal au rang de

I,®k=1,/T,=1/I"

sur k, c’est-a-dire n.

2.2 Opérations sur les faisceaux

Pull-back. Soit ¢ : X — Y un morphisme de k-schémas de type fini. Soit £ un
faisceau quasi-cohérent (resp. cohérent) sur Y. On définit le pull-back ¢*& sur X,
qui est un faisceau quasi-cohérent (resp. cohérent), de la fagon suivante :

Rappelons tout d’abord la définition du faisceau ¢~1(£) qui est un faisceau de
¢~ 'Oy-modules (resp. modules de type fini) : Pour U un ouvert de X, on a

¢~ HE)(U) = limyy@nE(V).
Le faisceau ¢*& est défini par :
¢*E = ¢ 1 (E) ®y-10, Ox,

ot on utilise le morphisme ¢* : ¢~'0y — Ox pour prendre le produit tenso-
riel. Ce produit tensoriel est bien entendu le faisceau associé au préfaisceau U —

¢ HE)U) ®rw,p-10y) LU, Op).
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Sur les germes aux points x € X,y = ¢(x) € Y, on a, en notant que par
définition, ¢~1(€), = &, canoniquement,

¢*5x = gy ®Oy7y OX,m-

Lorsque ¢ : X — Y est l'inclusion d’un sous-schéma fermé, on note ¢*& =: & x.
Lorsque y est un point de Y, il faut distinguer le germe &, et la fibre £, qu'on a
notée &,y précédemment. La premiere est un Oy,-module, tandis que la seconde
est un k(y)-module.

Image directe. Pour tout morphisme ¢ : X — Y d’espaces annelés et pour tout
faisceau F de Ox-modules sur X, on dispose du faisceau ¢.F sur Y, qui est un
faisceau de Oy-modules.

Proposition 2.9 Si X etY sont des k-schémas de type fini et F est quasi-cohérent,
alors ¢.F est quasi-cohérent.
Si ¢ est projectif et F est cohérent, alors ¢.F est cohérent.

Démonstration. On suppose d’abord que ¢ est affine. Le résultat étant local sur
Y, on peut supposer Y affine, Y = Spec B. Alors comme ¢ est affine, X est affine,
X = Spec A, et F est donc par le théoreme 2.4 de la forme M pour un A-module
M.
Si f € B, on a alors
Ty = My,

c’est-a-dire My, ou 'on voit ici le A-module M comme un B-module via ¢*.

Cela montre bien que 7, F est quasi-cohérent lorsque ¢ est affine.

En général, on peut supposer que Y est affine et couvrir X par des ouverts affines
X; dont les intersections sont aussi affines, et on a par la propriété de faisceaux une
suite exacte

0— ¢ F — H<Z>i*.7:z‘ — Hdh’j*fz‘j
i i#]

ou ¢;, resp. ¢;; sont les restrictions de ¢ a X;, X;; := X; N Xj, et de méme F;, resp.
Fi; sont les restrictions de F a Xj, resp. Xj;.

La suite exacte ci-dessus et le fait que les deux termes de droites sont des faisceaux
quasi-cohérents comme on ’a déja vu permettent de conclure.

Pour I’énoncé de cohérence, notons qu’il généralise le théoreme 2.46, qui concerne
le cas ou Y est Speck, et ne sera montré qu’a la fin de ce chapitre.

|

Extension des scalaires. Si X est un schéma de type fini sur k et k C k’ est une
extension de corps, on a défini X}/ qui est un schéma sur &’. Si maintenant F est un
faisceau cohérent sur X, on peut définir le faisceau étendu Fps sur Xp/. Rappelons
que si X est couvert par des ouverts affines U; = Spec A;, ou les A; sont des k-
algebres de type fini, X} est couvert par les ouverts affines U, j» := Spec A; @y k'
Le faisceau F est de la forme ]\Z pour des A;-modules M; sur chaque U; (théoreme

2.4); on définit alors Fjs comme étant égal a M; @y k' sur U; iy avec les regles de
recollement évidentes. (Vérifier que c’est un faisceau).
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2.3 Faisceaux localement libres

Définition 2.10 Un faisceau cohérent F sur un k-schéma de type fini X est dit
localement libre s’il est localement isomorphe a Ok, comme faisceau de O x -modules.

Noter que [ est localement constant sur X. Si X est connexe, [ est donc constant, et
est appelé le rang de F. Lorsqu’on parle de faisceau localement libre de rang [ sur
X, on sous-entend que le rang [ ne dépend pas de la composante connexe.

Exercice 2.11 Opérations sur les faisceaux localement libres : construire les pro-
duits tensoriels, puissances symétriques, extérieures.

2.3.1 Diviseurs de Cartier et fibrés en droites

Définition 2.12 Un faisceau inversible sur un k-schéma de type fini X est un fais-
ceau localement libre de rang 1.

Ces faisceaux sont donc localement isomorphes au faisceau structurel.

Notons que pour £, £’ deux faisceaux inversibles sur X, leur produit tensoriel
L@ L' sur Ox est encore inversible. Par ailleurs £® £ est canoniquement isomorphe
a L' ® L. Enfin on a I’associativité du produit tensoriel :

L'o(Lel)=(L"oL)e L

Ces faisceaux sont dits inversibles, car si on note £71 le dual Hom (£,Ox) on
trouve que la fleche naturelle de Ox-modules

L®oy, L7 — Ox

est un isomorphisme.

Si £ est un faisceau inversible sur X, les automorphismes de £ comme faisceau de
Ox-modules sont clairement donnés par multiplication par les fonctions inversibles
¢ sur X, ¢ € I'(X, 0%), puisque le faisceau des automorphismes de £ est canoni-
quement isomorphe a O%. Notons Pic X I'ensemble des classes d’isomorphisme de
faisceaux inversibles.

Par ce qui précede, le produit tensoriel munit Pic X d’une structure de groupe
commutatif.

Diviseurs de Cartier. On supposera ici pour simplifier que X est une variété.

Définition 2.13 Un diviseur de Cartier sur X est la donnée locale d’une fonction
rationnelle non nulle sur X, définie modulo multiplication par une fonction inver-
sible. Rappelons qu’une fonction rationnelle non nulle sur X s’écrit sur tout ouvert
affine non vide (et donc dense) Spec A de X comme un quotient f/g, ou f € A et
g € A sont non nulles.

Si k(X)* est le faisceau constant sur X de fibre le groupe multiplicatif k(X)*, on a
une inclusion évidente de faisceaux de groupes multiplicatifs

O% C k(X)*.
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Le quotient M := T'(X, k(X)*/O%) est alors par définition en bijection avec les
diviseurs de Cartier de X. La structure de groupe sur I’ensemble des diviseurs de
Cartier est donnée par la multiplication des fonctions rationnelles.

Supposons également que X est normale (cf définition 1.34). (En fait, il suffirait
de savoir que X est lisse en codimension 1 [6].) A une fonction rationnelle non nulle
f/g sur un ouvert affine Spec A est associé le diviseur de Weil D = div f/g =
div f — div g, qu’il faut voir comme une combinaison formelle & coefficients entiers
d’hypersurfaces (sous-variétés de codimension 1) irréductibles dans X. Ici, div f
est défini comme la somme sur tous les idéaux premiers p; contenant f et tels que
dim A/p; = dim A—1 des m;D;, ou D; est ’hypersurface irréductible correspondant
a ;. Ici my; est la multiplicité générique de f le long de D;.

La finitude de cette somme est due au fait que 'anneau A/ fA admet un nombre
fini d’idéaux premiers minimaux.

En fait il est préférable de définir directement la multiplicité de D; dans div f/g
de la fagon suivante : Sous notre hypotheése de normalité, 'anneau A, est de va-
luation, c’est-a-dire qu’il y a une valuation v; sur son corps de fractions Frac A, =
FracA, avec

Ay, ={f € FracA, v(f) > 0}.

Alors la multiplicité de D; dans div f/g est définie comme étant égale & v;(f/g).
Cette définition montre clairement que ’application

Frac A\ {0} — Diviseurs de Weil

définie ci-dessus est un morphisme de groupes.

Cette définition se généralise aux diviseurs de Cartier. En effet, il est clair que
div f/g = divef/g, ou ¢ est une fonction inversible. Donc, pour un diviseur de
Cartier donné localement par f;/g; sur des ouverts affines Uj, les diviseurs de Weil
associés sur chaque U; coincident sur U; N Uj.

A un diviseur de Cartier sur une variété X est également associé un faisceau in-
versible sur X, muni d’une section rationnelle non nulle. Le diviseur de Cartier étant
décrit par la fonction rationnelle ¢; sur U;, ce faisceau inversible est défini comme le
sous-faisceau de Ox-modules du faisceau constant k(X) sur X engendré sur U; par
¢i_1. Notons que sur U; N U; ces faisceaux coincident car ¢;/¢; est inversible.

Pour obtenir une correspondance en sens inverse, introduisons la définition sui-
vante :

Définition 2.14 Une section rationnelle d’un faisceau cohérent F sur une variété
X est une section du faisceau constant F @p, k(X).

Exercice 2.15 Montrer que F ®o, k(X) est bien un faisceau constant (c’est-a-dire
que espace de ses sections sur un owvert U C X non vide (et donc dense) ne dépend
pas de U ).

Si maintenant £ est un faisceau inversible sur X, et o est une section rationnelle non
nulle de L, le diviseur de Cartier associé est obtenu de la fagon suivante : trivialisant
L sur des ouverts affines U;, ¢ fournit une fonction rationnelle ¢; non nulle sur U;.
Un changement de trivialisation modifie ¢; par la multiplication par une fonction
inversible, de sorte qu’on a bien défini de cette maniere un diviseur de Cartier.
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Le fibré inversible £ associé a un diviseur de Cartier D est noté O(D). Il possede
la section rationnelle canonique 1 € k(X).

Inversement, si o est une section rationnelle non nulle d’un fibré inversible £
et D est le diviseur de Cartier correspondant, on a un isomorphisme canonique
L = Ox(D) qui envoie la section o sur la section 1 de Ox (D).

Remarque 2.16 On peut se demander quand cette section rationnelle est en fait
une section algébrique, c’est-a-dire 1 € I'(X, Ox(D)). Examinons ’allure locale de
cette section : par définition, le faisceau inversible Ox (D) est le sous-faisceau de Ox-
modules du faisceau constant k(X) engendré par ¢; L'sur U;. Dans la trivialisation
donnée par qﬁi_l sur U; on a 1 = ¢;¢; 1 et donc 1 est une section algébrique si et
seulement si ¢; € T'(U;, O), au lieu d’étre seulement une fonction rationnelle. Cela
entraine évidemment que le diviseur de Weil associé a D est effectif, c’est-a-dire
que toutes ses multiplicités sont > 0; en fait la réciproque est également vraie sous
I’hypotheése de normalité qu’on a faite. En conclusion, les diviseurs de Cartier dont
la section canonique 1 est une section algébrique sont ceux dont le diviseur de Weil
associé est effectif.

2.3.2 O(1) sur un Proj

Evaluation des sections. Soit F un faisceau cohérent sur X. Sa fibre .’F| €N un
point p de corps résiduel ky, est le ky-espace vectoriel de rang fini 7, ®o, , ku. On
a une fleche naturelle d’évaluation

F(va) — S

composée de I'(X, F) — F, et F), — F,.

Définition 2.17 Le faisceau F est engendré par ses sections globales si les appli-
cations de restriction, tensorisées par k,, sont surjectives, pour tout point i de X.

Exercice 2.18 Montrer qu’il suffit de montrer la surjectivité des applications de
restriction tensorisées par k,, aux points fermés de X.

Rappelons que si k est algébriquement clos, on a k = k,, aux points fermés.

Morphisme dans P} associé a un faisceau inversible engendré par ses sections.

Soit Y un k-schéma de type fini, et soit £ un faisceau inversible sur Y, engendré
par ses sections globales. Soit oy, ..., 0., r + 1 sections globales de £ engendrant £
en tout point. (L’existence de r résulte du fait suivant : si o engendre £ au point p,
alors o engendre £ sur 'ouvert contenant i et complémentaire du support de div o.
Comme Y est compact, un nombre fini de sections suffisent donc pour engendrer L.)
Soit Y; 'ouvert de Y ol o; ne s’annule pas. Sur Yj, les 0;/0; sont des fonctions (ce
sont des fonctions rationnelles globalement sur Y'). D’apres la proposition 1.14, on
a un morphisme ¢; de Y; dans 'ouvert standard U; de [P, donné par le morphisme
de k-algebres

k[X;/Xi] — T(Yi, Oy,),

Xj/Xi— 0j/0i.
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On vérifie que les ¢; se recollent sur Y; N'Y; (ou elles sont a valeurs dans U; N Uj)
pour donner un morphisme ¢ : X — Py.

Le faisceau inversible O(1). Le fibré inversible O(1) sur P} (et plus généralement
sur un “Proj”) peut se construire de deux manieres :

- 1. Il est isomorphe au faisceau inversible O(H), ot H est une section hyperplane
de P}. Plus précisément, soit X = ). a; X; # 0 'équation linéaire globale définissant
H. O(H) est le diviseur de Cartier donné par X/X; sur U;. Il a clairement pour
diviseur de Weil associé ’hypersurface H comptée avec multiplicité 1.

Notons que la classe d’isomorphisme de O(H) ne dépend pas du choix de H,
car si on a deux sections hyperplanes H et H' définies par des formes linéaires non
nulles X et X’ sur k"1, le quotient X/X’ est une fonction rationnelle sur P? qui
a pour diviseur H — H'. Alors la multiplication par X’/X (agissant sur le faisceau
constant de fibre k(IP})) identifie O(H) et O(H').

- 2. On définit directement un faisceau inversible Oy (1) sur Y = Proj A, pour
toute k-algebre graduée de type fini A engendrée en degré 1, de générateurs X;, i =
0,...,X,, de la maniere suivante : D’apres la définition de Proj A on peut définir
le faisceau structurel de Y = Proj A par Oy, := {a € Ax,, dega = 0}, ou Y; est
Pouvert de Y défini par X; # 0.

En effet, si A = k[Xo,...,X,]/I, cet ensemble s’identifie bien a

k[ Xo/Xi, ..., Xn/Xi]/Ii0,
ou I; o est la partie de degré 0 du localisé de I le long de X;, ou encore a
k[Xo,..., Xi. .., Xol/Ii
ou I; est I'image de I dans k[Xp, ... ,)?i, ..., Xp] par le morphisme d’algebres
k[X0,. ... Xn] = k[Xo0,..., X;, ..., Xn]

qui envoie X; sur 1 (ce sont les deux versions du processus de “déshomogénéisation”
des idéaux gradués).
I est alors clair que via la multiplication par X L

{a € Ax,, dega = 1}

est isomorphe a I'(Y;, Oy,) et on a donc sur Y; un Oy,-module libre £; de rang
1 isomorphe via la section X; ' 4 Oy,. Les recollements sont évidents sur les in-
tersections : on a en effet une identification naturelle du localisé en X;/X; de
{a € Ax,, dega = 1} avec le localisé en X;/X; de {a € Ax;, dega = 1}, donnée
par la multiplication par X;/X; qui est inversible sur Y; NYj. Les deux s’identifient
afa€ Ax;x,, dega =1}

Notation. On notera Oy (1) := Oy (1)®! pour I > 0, et Oy (—1) := Oy (—1)%
pour [ > 0, ol
Oy(—l) = Oy(l)* = Hom (Oy(l), Oy)

Les sections globales de ces faisceaux sur P} sont décrites de la fagon suivante,
expliquant le role de 'algebre graduée k[ X, ..., X,,] dans la géométrie de P}.
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Théoréme 2.19 I'(PY, Opp (1)) est le k-espace vectoriel < Xo, ..., Xy, >.

Plus généralement, pour | > 0, I'(Pp, Opn(l)) s’identifie a la partie graduée
k[Xo,...,Xn) de degré l de k[Xo, ..., X,].

Pour 1 <0, etn>0, on a I'(Pg,Opr(1)) = 0.

Démonstration. Tout d’abord, notons que par la définition de O(1), les formes
linéaires sur k"1, c’est-a-dire les combinaisons linéaires des X; & coefficients dans
k sont naturellement des sections globales de Opn (1).

En effet, si on regarde la définition 2, une telle forme linéaire a fournit bien un

élément a; de degré 1 de I’algebre localisée k[ Xy, . .., Xy]x, sur chaque U;, et comme
les recollements sont donnés par les recollements naturels, on a bien a; = a; sur
U,nU e

On dispose donc pour chaque [ d’'une application naturelle
k[Xo, ..., Xn] = HO (P, Opp(1).
Le dernier énoncé est clair du fait qu’on a déja vu que
0/mpn _
H (IP’k,OpZ) =k,

alors que H(PY, Opyp (1)) admet des sections (par exemple X)) qui s’annulent en
au moins un point pour [ > 0 (ici il faut n > 0 pour avoir des points satisfaisant
X(l) = 0). Le second énoncé se montre par double récurrence sur [ > 0 et n. En effet,
via la multiplication par X, O(—1) s’identifie au faisceau d’idéaux (voir section 3)
Iy C Opp, ou H = }P’Z_l est I’hyperplan défini par X,, = 0. On a donc la suite
exacte : X

0— Opz(l) = Opz(l +1) — Opzfl(l +1) —0.

On a des fleches naturelles injectives
k[ Xo, ..., Xu)i — T(P}, Opz(l))
pour chaque n et [, et un diagramme commutatif :

0— k[Xo,....Xni — Kk[Xo,..., Xnlit1 — k[Xo,- ., Xn-1]ix1—0
! ! !
0— I'(Opr (1)) — I(Opp(+1) — F(OPZA(Z +1))

ou par I’hypothese de récurrence sur [ et n respectivement, les fleches verticales de
gauche et de droite sont des isomorphismes.

Enfin le résultat est clairement vrai pour n = 0, [ > 0, et il a déja été montré
pour tout n et [ = 0 (Proposition 1.5). |

Si X est un k-schéma, £ un faisceau inversible sur X et oy, ..., o, des sections
globales engendrant £ en tout point, on a construit plus haut un morphisme ¢ :
X — P

k

Lemme 2.20 On a un isomorphisme
P*O(1) =L

tel que ¢*X; = 0;.
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Démonstration. Le faisceau £ est trivialisé sur {o; # 0} par la section o; et les
fonctions de transition sur {o; # 0} N {o; # 0} sont données par la multiplication
par o;/0;. Or par définition du morphisme ¢, on a ¢*(X;/X;) = 0;/0;, olt ¢* est le
pull-back des fonctions rationnelles. Le résultat en découle immédiatement. [

2.3.3 Grassmanniennes

La grassmannienne G(r,n)y est aux fibrés de rang n —r engendrés par n sections
ce que 'espace projectif IP’Z_1 est aux fibrés inversibles engendrés par leurs sections.
Cela signifie qu’elle admet un fibré localement libre Q de rang n —r dit tautologique
engendré par n sections, et qu’elle satisfait la propriété universelle qu’a tout k-
schéma projectif X, et tout faisceau localement libre F de rang n — r muni de n
sections ’engendrant en tout point, on peut associer un unique morphisme

¢: X — G(ryn)

tel que ¢*Q = F, et inversement.

A cause de cette propriété, on voit que les k-points de G(r,n); s’identifient aux
k-sous-espaces vectoriels de rang r de k™. On applique en effet la propriété universelle
aux morphismes de Spec k dans G(r,n)g. Un faisceau localement libre de rang n —r
sur Speck est un k-espace vectoriel V' de rang n — r. Se donner n sections qui
I’engendrent revient a se donner un morphisme surjectif

Kt — V.
La donnée d’un tel morphisme est équivalente a la donnée du noyau
K CE"

qui est de rang 7.

Expliquons brievement comment I’ensemble des k-sous-espaces vectoriels de rang
r de k™ s’identifie a I’ensemble des k-points d’une variété algébrique projective lisse
(et homogene, c’est-a-dire avec un groupe d’automorphismes transitif).

Soit F' C k™ de rang r. Soit f1, ..., fr une base de F. Considérons le multivecteur

T
ANNfre NE
Il détermine F', car on a

r+1
F={fek" fAfN...,Af, =0 dans /\k:”}

Par ailleurs il est déterminé par I’ & un coefficient multiplicatif pres, de sorte que
F fournit un élément bien défini de P(A\" k™). En conclusion, les k-sous-espaces
vectoriels de rang r de k™ sont en bijection avec les multivecteur réductibles de
P(A" k™). 1l s’agit maintenant de voir que cette condition de réductibilité peut étre
décrite par des équations algébriques homogenes sur P(A" k™).

Lemme 2.21 Un élément 0 # o € \" k™ est réductible si et seulement si le noyau

du produit extérieur par «
r+1
Nac: kK — /\ k"

est de dimension > r (on a alors nécessairement ’égalité).
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A montrer(exercice).

Ceci nous fournit les équations algébriques définissant la grassmannienne dans
P(A" k™). Chaque multivecteur o fournit une matrice de taille (n, C7 1) décrivant le
produit extérieur par « dans les bases naturelles de k" et /\’dr1 k™. La réductibilité
est caractérisée par le fait que cette matrice soit de rang < n — r et donc par des
équations homogenes données par les mineurs d’ordre (n — r + 1) de cette matrice.

Remarque 2.22 Ce plongement de la grassmannienne dans un espace projectif est
appelé le plongement de Pliicker.

Remarque 2.23 Ceci fournit des équations de degré (n — r 4+ 1) pour la grass-
mannienne dans le plongement de Pliicker. On peut montrer que 'idéal de la grass-
mannienne dans le plongement de Pliicker est en fait engendré par des équations
quadratiques.

Exercice 2.24 Trouver des équations quadratiques pour la grassmannienne dans le
plongement de Pliicker.

Exercice 2.25 Construire le faisceau tautologique quotient Q de rang n — r sur la
grassmannienne G(r,n),. Montrer la propriété universelle satisfaite par la grass-
mannienne : pour tout faisceau localement libre F de rang n — r engendré par n
sections sur un k-schéma de type fini X, il existe un morphisme de k-schémas de
type fini

¢: X — G(r,n)

tel que ¢*Q = F.

2.4 Faisceaux cohérents sur un schéma projectif.

Soit Y = Proj A un k-schéma projectif, ou A est une k-algebre graduée de type
fini engendrée en degré 1. Si M est un A-module gradué, on peut lui associer un
faisceau M sur Proj A défini de la fagon suivante : Soient X; des générateurs de
degré 1 de A. Alors Y est couvert par les ouverts affines Y; = Spec Ax, o ou I'indice
0 désigne la partie graduée de degré 0 du localisé. On a alors le module M; = Mx;, o
(partie de degré 0 du localisé My,) qui est un Ay, p-module. Ceci détermine un
faisceau ]\AjZ sur Spec Ax, . Il est clair que J\Z et ]\A/fj sont naturellement isomorphes
sur I'intersection des ouverts X; N Xj.

On peut aussi considérer pour chaque n le faisceau M(n) sur Proj A, obtenu en
prenant sur chaque ouvert affine la partie de degré n des localisés My, . Il est clair
qu’on a par la définition de O(n),

M(n) = M @0, O(n).

La correspondance M — M entre k[Xo,..., X,]-modules gradués et faisceaux
cohérents sur P} n’est pas aussi parfaite que dans le cas affine. On a dans ce cas le
résultat suivant :

Proposition 2.26 Si M = ®M,, est un module gradué de type fini sur k[ Xo, ..., X,],
alors pour 1 >> 0, on a

My = HO(B}, M(1). (3)
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Inversement, si M et M sont deuz k[Xo,. .., X,]|-modules gradués tels qu’il existe
un morphisme de k[Xo,...,Xp]-modules gradués f : M — M’ satisfaisant f, :
M, = M), pour n >> 0, alors f induit M = M’.

Démonstration. L’isomorphisme 3 suffit & entrainer le second énoncé.

Notons que la fleche M,, — I'(P}, M(n)) est naturelle. Montrons d’abord I'in-
jectivité : notons d’abord que si a € M; s’annule dans I'(IP}, M(1)), alors o s’annule
dans chaque localisé My, ; (la partie de degré [ du localisé de M en X;). Cela signifie
que pour un entier N suffisamment grand, XiN a =0, Vi, et finalement, pour un en-
tier N’ suffisamment grand Mév/a = 0, ou M est I'idéal engendré par Xy, ..., X,. Or
I’ensemble des o € M qui sont annulés par une puissance de My est un sous-module
de M qui est aussi de type fini (par la propriété noethérienne) sur k[Xo, ..., X,], et
il en résulte qu’il est nul en degré [ suffisamment grand. Donc o = 0 pour [ >> 0.

Pour la surjectivité, on utilise le corollaire 2.42, qui sera montré plus loin.

En effet, le module M est gradué de type fini sur k[Xy,..., X,], et il existe
donc des éléments my,...,m, € M de degré s engendrant M sur k[Xp,...,Xy,].
Ces éléments engendrent alors clairement le faisceau M en tout point. En d’autres
termes, les m; fournissent une application naturelle surjective :

0" — M(s).

D’apres le corollaire 2.42, on a pour [ suffisamment grand la surjectivité de
I’application induite au niveau des sections globales.

HO(Py, O(1)" — H° (B}, M(s +1)).

Mais d’apreés le théoreme 2.19, on a HO(P?, O(1)) = k[Xo, ..., Xn]i, et donc la fleche
ci-dessus se factorise via

k[ Xo,...,Xn]] = M(+s),
(a1,...,ay) — Zaimi,

et via I'application naturelle M(l + s) — HO(P?, M(s +1)). On conclut que cette
derniere fleche est surjective. [

Pour finir, notons le résultat suivant, qui généralise le théoréeme 2.4 au cas pro-
jectif.

Théoreme 2.27 Soit F un faisceau cohérent sur Py. Alors le k[ X, . .., Xp]-module
gradué M := @>oHO(P?, F(1)) est de type fini, et on a F = M.

Démonstration. On utilise le théoreme 2.43 qui sera montré plus loin, et dit qu’il
existe pour [ assez grand un nombre fini de sections o1, ...,0, de F(l) engendrant
JF en tout point.

L’application d’évaluation

W®OPZ — F(1),

ou W est le k-espace vectoriel engendré par les o;, est alors un morphisme surjectif
de faisceaux cohérents. D’apres le corollaire 2.42 montré dans le chapitre suivant,
I’application induite au niveau des sections globales :

W @ HO(PY, O(m)) — HO(PY, F(m +1))
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est surjective pour m > myg. Par ailleurs, pour m < mg + [, le théoreme 2.46 nous
dit que H°(P}, F(m)) est un k-espace vectoriel de rang fini.
On obtient donc un nombre fini de générateurs de M en prenant des générateurs
sur k de HO(P, F(m)) pour 0 < m < mq + L.
La preuve du fait que M = F se conclut a I'aide du lemme 2.45 et du théoreme
2.4 appliqué a chaque ouvert standard Us;.
|

2.5 Cohomologie des faisceaux quasi-cohérents

La catégorie des faisceaux quasi-cohérents (resp. cohérents) sur un k-schéma
de type fini X est une catégorie abélienne (pour le cas cohérent, cela nécessite la
propriété noethérienne des k-algebres de type fini). Ici les morphismes de faisceaux
quasi-cohérents F — G sont définis comme les morphismes de faisceaux de Ox-
modules F — G. En fait ces morphismes sont donnés par des morphismes de A-
modules sur les ouverts affines Spec A de X, comme il résulte du théoreme 2.4, ce
qui garantit bien que la catégorie est abélienne.

On a un foncteur I'(X, -) de sections globales, qui envoie un faisceau cohérent F
sur un A-module (resp. A-module de type fini), ou A = I'(X, Ox). Lorsque X est
affine, le théoreme 2.4 et la remarque qui le suit montrent que c’est une équivalence
de catégories. On va s’intéresser au foncteur des sections globales a valeurs dans la
catégorie abélienne des k-espaces vectoriels. Ce foncteur est exact a gauche. Pour
définir des foncteurs dérivés R'T, on va plus généralement considérer la catégorie
des faisceaux de Ox-modules.

Pour montrer que ce foncteur admet des foncteurs dérivés, il suffit de savoir que la
catégorie des faisceaux de Ox-modules sur un espace annelé X admet suffisamment
d’injectifs.

Pour voir cela, on plonge tout faisceau de Ox-modules F dans un injectif de la
manieére suivante : on prend le plongement de Godement de F dans le faisceau de
Ox-modules F,q défini par

fgod(U) = H fxa

zeU

ou le faisceau F, est supporté au point z. (Si i, est 'inclusion de x dans X, F, =
ios (i3 1 (F))- _

Ensuite on plonge chaque F, dans un Ox j -module injectif G,. Le faisceau G
défini par G(U) = [I,ct Gz est alors un faisceau de Ox-modules qui contient F. II
reste & montrer :

Lemme 2.28 Le faisceau G est injectif comme faisceau de Ox-modules.

Démonstration. Comme le faisceau G est le produit direct des G, il suffit de
montrer que chaque G, est injectif comme faisceau de Ox-modules.

Soit f : H — H' un morphisme injectif de faisceaux de Ox-modules, et soit
¢ : ' H — G, un morphisme de faisceaux de Ox-modules. On doit I’étendre en un
morphisme f’ de H’' dans G,. Mais comme G, est supporté au point x, ¢ se factorise
a travers I'application naturelle H — H, (de faisceaux de Ox-modules, ou le terme
de droite est supporté au point x), et le germe ¢, : H, — G,.
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Le germe f, : H, — H., est un morphisme injectif de Ox ;-modules et donc
¢z Hy — G, s’étend par Uinjectivité de G, en f.. : H), — G,. On définit f’ comme
le composé de I'application naturelle H' — H/, et de f., H., — G,.

|

Le théoréeme d’annulation de Serre pour les schémas affines est le suivant :

Théoréme 2.29 (Serre) Soit X un k-schéma affine de type fini. Alors pour tout
faisceau quasi-cohérent F sur X, on a

HY(X,F)=0,i>0.
On utilise pour cela :

Lemme 2.30 5i X = Spec A et I est un A-module injectif, alors le faisceau associé
I sur X est flasque.

Démonstration. On veut montrer que si U est un ouvert de X = Spec A, et o une
section de I sur U, o s’étend a X. B

Supposons d’abord que U est lui-méme affine : U = Spec Ay. On sait que I(U) =
Iy, et on veut donc montrer que I — Iy est surjective. Pour chaque [ > 0, soit

GCA

I'idéal annulateur de fl. Les idéaux G; sont croissants et donc stationnaires par la
propriété noethérienne. On a donc G; = G;1 pour un certain [ > 0. Il en résulte que
la multiplication par f de A/G; dans A/G; est injective.

Soit € I. On va d’abord montrer que flz = f*1y pour un y € I. Pour cela,
considérons le morphisme

VZA/gl—>I

donné par a — flax. Par la propriété d’injectivité de I, il existe p/ : A/G; — I telle
que i/ (fa) = f/'(a) = p(a). Soit y = p/(1). On a u(l) = fy. Il reste & montrer
que y € f'I. Or on a l'inclusion donnée par la multiplication par f!: A/G — A.
La propriété d’injectivité de I entraine que y’ s’étend a A, c’est-a-dire qu’il existe
p" 2 A — I telle que p/(a) = " (f'a). 1l vient donc

y=p'(1) = fu"(1).

Ceci entraine immédiatement que I — I est surjectif, puisque si on considere
J = f*I c I, il est clair que Jy = Iy. Or la multiplication par f :J — J est
surjective, et donc J — Jy est surjectif.

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas d’une section sur une union de
deux ouverts affines

U= SpecA;, V = Spec A,.

On a donc deux éléments x¢ € Iy et y, € I, qui deviennent égaux dans Iy ,. On sait
que xy et y4 se relevent dans I, et on note = et y des relevements. Le probleme est
que x peut étre différent de y. Cependant x peut étre modifié par un élément annulé
par une puissance de f, et de méme y peut étre modifié par un élément annulé par
une puissance de g. Or on sait que z —y s’annule dans Iy 4, ce qui implique que pour
un certain entier k, on a f*¢*(x —y) = 0 dans I.
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Il faut alors utiliser le fait que ;I = Ker f¥ 1 — I est un A/f* module
injectif. Or on a f*(z — y) = 0 dans I, c’est-a-dire que le localis¢ (z — y), € I,
appartient en fait & prly. On applique alors le résultat précédent au A/ f¥-module
injectif ¢, pour déduire qu'il existe un z € sl tel que z = (v — y), dans gl
Alors on remplace  par 2’ = x — 2. Le localisé de o’ dans Iy est égal a x5, et 2’ —y
s’annule dans I,. On applique le méme raisonnement pour modifier y en 3/, de facon
que 2’ =y et y, = y,.

On renvoie a [6] pour le cas d’'un ouvert arbitraire. Comme le montre I’argument
donné ci-dessus, ou l'on a fait intervenir l'injectivité de g/ comme A/ f* A-module,
il faut faire un argument de récurrence sur la dimension.

|

Démonstration du Théoréme 2.29. Un A-module M admet une résolution
par des A-modules injectifs I ! Tout faisceau quasi-cohérent étant d’apres le théoreme
2.4 le faisceau M associé¢ a un A-module M, et le foncteur M — M étant exact,
M admet une résolution par les faisceaux I'. Ces faisceaux sont flasques par le
théoreme 2.30 et donc acycliques d’apres [12], Proposition 4.34. On a donc d’apres
[12], Proposition 4.32,

HYX,F)=H\T(X,I)).

Or on sait d’apres la proposition 2.1 que I'(X, I ) = I', et le complexe I" est exact
en degré > 0.
|

Une premiere conséquence du théoreme 2.29 est la suivante :

Proposition 2.31 Pour tout k-schéma quasi-projectif de type fini Y, muni d’un
recouvrement (qu’on peut supposer fini) par des ouverts Y;, i =1,..., N, tels que les
intersections d’un mombre arbitraire de Y; soient encore affines, on peut calculer la
cohomologie de n’importe quel faisceau quasi-cohérent F surY comme la cohomologie
de Cech de F associé au recouvrement Y., ¢’est-a-dire la cohomologie du complexe

CHF) = ®rcqr, . Npr=i DY, F), Y1 = Nier Y,
muni de la différentielle de Cech.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.29, les faisceaux F cohérents sont acycliques
sur une intersection arbitraire de ces ouverts. On conclut alors par [12], théoreme
4.41. ]

Corollaire 2.32 Pour tout faisceau quasi-cohérent F sur un schéma projectif X de
dimension n, on a H'(X,F) = 0 pour i > n.

Démonstration. En effet, on peut trouver alors un recouvrement de X par n + 1
ouverts affines tels qu’une intersection arbitraire de ces ouverts soit affine. Cela
résulte immédiatement de la version projective du lemme de normalisation d’Emmy
Noether 1.32, qui montre que X admet un morphisme affine (et en fait fini) a valeurs
dans P". [ |
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Exercice 2.33 FEtendre ce résultat aux schémas quasi-projectifs, avec la méme démonstration,
i.e. montrer qu’un schéma quasi-projectif de dimension n peut étre couvert par n+ 1
ouverts affines.

Une autre conséquence intéressante de la proposition 2.31 est le corollaire sui-
vant :

Corollaire 2.34 Soit X un schéma quasi-projectif de type fini sur k et soit k C K
une inclusion de corps. Alors pour tout faisceau cohérent F sur X, avec extension
Fr sur Xk, et pour tout entier i on a :

H (X, Fx) = H(X,F) & K.

Démonstration. En effet, on calcule le groupe de cohomologie H*(X, F) comme le
groupe de cohomologie du complexe de Cech de F associé & un recouvrement affine
X. de X. Un tel recouvrement induit par extension des scalaires un recouvrement
affine X . de Xk, et le complexe de Cech de Fx associé au recouvrement affine
X . n’est autre que le complexe de Cech de F tensorisé par K au-dessus de k (par
définition de Fg ). Comme le foncteur ®; K est exact, le résultat en découle. [ |

Un autre résultat intéressant est le fait suivant :

Corollaire 2.35 5i X est un k-schéma quasi-projectif, et F est quasi-cohérent sur
X, les HY(X,F) sont aussi les foncteurs dérivés R'T du foncteur T, de la catégorie
des faisceauz de groupes abéliens (ou de k-espaces vectoriels) dans la catégorie des
groupes abéliens (ou des k-espaces vectoriels).

Démonstration. En effet, on sait qu’on peut calculer le groupe de cohomologie
H(X,F) comme le groupe de cohomologie du complexe de Cech de F associé & un
recouvrement affine X. de X. Or sur chaque ouvert affine intersection d’ouverts de
ce recouvrement, on sait par le lemme 2.30 que la restriction de F est flasque, donc
acyclique pour le foncteur I' défini sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens
sur X. Donc la cohomologie du complexe de Cech de F associé & un recouvrement
affine X. de X calcule aussi R'T'(X, F). |

2.6 Cohomologie de ’espace projectif
On va calculer la cohomologie H* (P}, O(l)) pour tout [ et i.

Théoréme 2.36 On a H'(P?,O(l)) = 0 pour tout | et tout i tel que 0 < i < n. On
a ausst H" (P}, O(l)) = 0 pour n >0, [ > 0.

Démonstration. Par récurrence sur la dimension n. Soit H = ]P’Z_1 I’hyperplan
défini par X =0, ot X = >, 0;X;, a; # 0. On a déja noté que O(1) = O(H), ce
qui équivaut a O(—1) = Ty, le faisceau d’idéaux définissant H. On a donc la suite
exacte :

0 — Opp (1) > Opp(I+1) — Oy (I +1) — 0. (4)

Rappelons d’abord le théoreme 2.19 :
Pourl >0, HO(OPZ (1)) est la partie graduée de degré | de k[Xo,...,Xy]. Pour
[ <0, HO(OPZ(Z)) vaut 0 sauf sin = 0.
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Ceci entraine en particulier que 'application de restriction
H"(Opp (1 +1)) — H(Op (1 + 1))

est surjective pour tout [, sin —1 > 0.

Revenant a notre démonstration, comme on s’intéresse au domaine 0 < i < n,
on an—1 > 0. Alors on obtient, par la suite exacte longue de cohomologie associée
a (4) et 'hypothese de récurrence : L’application

X: HZ(Opz(l)) — HZ(O]}D;J(Z + 1))

est injective pour 0 < i < n et pour tout /. La preuve de I’annulation de Hi(O]pz(l))
se conclut alors par le lemme suivant 2.37. [

Lemme 2.37 Pour toute classe o € Hi(OpZ(l)),i > 0, et pour r suffisamment
grand (dépendant de o) on a X" =0 dans Hi((’)pg (I+r)).

Démonstration. On va appliquer le théoréme d’annulation 2.29 pour la cohomolo-
gie des faisceaux cohérents sur I'ouvert affine U défini par X # 0, et la proposition
2.31. Ainsi, une classe de cohomologie o € H i(Oﬂmz(l)), © > 0 s’écrit comme la classe
de cohomologie d’un cocycle de Cech & de Opn (1) associé au recouvrement de P} par
les ouverts standards. La restriction de cette classe de cohomologie a U est triviale,
et donc s’écrit & = 68 sur U. Mais la cochaine de Cech 3 = (6r) qui est définie sur
les intersections Uy NU a la propriété que pour r suffisamment grand, chaque X" Gy
s'étend & Uy. Alors X" 3 est étendue en une cochaine de Cech 3 sur IP? qui satisfait

63 =X"a.

Calcul de H™(P}, O(i)). On a le résultat suivant :

Théoréme 2.38 On o H"(P},O0(i)) =0 pour i > —n.

De plus H"(P},O(—n — 1)) = k (non canoniquement) et plus généralement
H™(P?,O(—n — 1 — i) est isomorphe a HO(PY, O(i))* (le dual comme k-espace
vectoriel).

Remarque 2.39 La dualité ci-dessus est donnée par I’accouplement
H™(Py,O(—n —1—1)) x H'(PR, O(i)) — H™"(Py, O(—n — 1)) = k.

Elle est donc naturelle, mais dépend du choix de 'isomorphisme H" (P}, O(—n —
1)) 2 k.

Démonstration du théoreme 2.38. On utilise le recouvrement de P} par n + 1
ouverts affines U; dont les intersections arbitraires sont affines. Il résulte du corollaire
2.31 que I'on peut calculer H™ (P}, O(l)) comme le quotient de I’espace des sections
de O(i) sur louvert Uy N ... N U, par le sous-espace constitué des sections qui
s’étendent sur I'un des Uy N ... (71 .NU,.

Une section de O(1) définie sur UpN...NU, s’écrit comme une fraction rationnelle
P/Q, avec deg P — deg @ =1, ou les P et @ sont des polynémes homogenes en les
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X, @ étant en fait un monome en les X;. Une telle fraction s’écrit aussi comme une
somme de termes P;/Q; ou P; et (); sont des mondmes en les variables Xy,..., X,,
premiers entre eux, et tels que deg P; — deg Q; = [. Un _quotient P; /Q; ou P; et Q;
sont premiers entre eux s’étend sur un ouvert Up N...U;... N U, si et seulement si
X, n’apparait pas dans @;. Donc P;/Q; est nul en cohomologie si Xy ... X, ne divise
pas @Q;. Mais d’autre part, si X ... X, divise Q;, comme P; et (J; sont premiers entre
eux, et P; est un monome, P; doit étre un scalaire.

En conclusion, la cohomologie H™ (P}, O(l)) admet une base sur k constituée des

L avecip>0,...,4, >0et —] = > s is- On en déduit qu’elle est nulle pour

X0, Xin
I >-—n—1, et qu'elle vaut k£ pour I = —n — 1. Ici on a un générateur ﬁ de

H"(P},0(—n—1)), mais il n’est en fait pas canonique, car il dépend des coordonnées
homogenes choisies sur P}!. On reviendra plus loin sur ce point dans la section 9.

L’énoncé de dualité résulte du théoreme 2.19 et du calcul ci-dessus, qui donne une
base explicite de H™ (P}, O(l)). |

2.7 Théorémes d’annulation
On suppose ici que X C P} est projectif. On a alors :
Théoréme 2.40 (Serre) Pour tout faisceau cohérent F sur X, il existe ng tel que

HY(X,F(l)) =0, Vl > ngp, Vi > 0.

Remarque 2.41 L’hypothése “cohérent” par opposition a quasi-cohérent est évidemment
cruciale ici.

Corollaire 2.42 Soit F — G un morphisme surjectif entre deuz faisceaux cohérents
sur X. Alors pour | suffisamment grand, cette application induit une application
surjective

HO(X, F(1)) — H(X,G(1)).

Démonstration. En effet le noyau H de cette application est un faisceau cohérent
sur P et on a la suite exacte

0—-H—-F—-G—0.

La suite exacte longue de cohomologie associée et le fait que H'(X,H(l)) = 0 pour
[ suffisamment grand permettent de conclure. [

Le théoreme sera obtenu comme une conséquence du résultat suivant :

Théoréme 2.43 (Serre) Pour tout faisceau cohérent F sur X C P}, il existe [ tel
que F (1) est engendré par ses sections globales.

Remarque 2.44 Il suffit en fait de regarder X = P}, car
H'(X, F(1)) = H' (P, F(1)),
ou dans le terme de droite, on note encore F = j,F, ou j est I'inclusion de X dans
P7.
Ceci est en effet une conséquence du corollaire 2.35, qui dit que les H'(X,.) sont

aussi les foncteurs dérivés du foncteur I'(X,.) dans la catégorie des faisceaux de
k-espaces vectoriels.
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Démonstration du théoréme 2.43. On sait que Fy, est engendré par ses
sections globales sur chaque ouvert affine U; défini par X; # 0 (théoreme 2.4). On
va montrer tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.45 Si o est une section globale de F sur U;, alors Xfa s’étend en une
section globale de F(l) sur P}, pourl assez grand.

Démonstration. Pour cela on regarde o U;NU; - C’est une section de F sur U; NU;.
Comme U; NU; C Uj est Pouvert affine défini par X;/X; # 0, on sait que I'(U; N
Uj, Flu.nu;) est le localisé de I'(Uj, Fiy; ) le long de X;/X;. Donc pour un certain
qu’on peut supposer indépendant de j, (Xi/Xj)lU\UimUj s’étend en une section de F
sur Uj, ou encore XfU\UmU]- s’étend en une section de F () sur U;. On a donc obtenu
des sections o de F(I) sur U; qui ont la propriété que leur restriction a U; NU; vaut
XfU|UmUj' Donc a; — ajr s’annule sur U; N U; N Ujr et on conclut par un argument
semblable au précédent que X" (a; —ajr) = 0 pour m assez grand, et pour tous j, j'.
Alors les X" «a; forment une section globale de F (I 4+ m) sur P}, dont la restriction
a U; vaut X"o. |

Pour conclure la preuve du théoreme 2.43, on note que par compacité, il existe
un nombre fini de sections o; engendrant F sur U;. Les sections X;"o; s’étendent
pour m assez grand sur P} et engendrent F(m) sur U;. Procédant de méme pour
chaque ¢, on trouve finalement un nombre fini de sections de F(m) pour m assez
grand, engendrant F(m) sur P}.

|

Démonstration du théoréme 2.40. A l'aide du théoreme 2.43, on conclut
que tout faisceau cohérent F sur P} admet une résolution a gauche comme faisceau
de Opz—modules :

=G =G _1—...—G—=F—0, (5)

ou les G; sont de la forme C’)ﬁ;ﬁl(—ni) avec n; suffisamment grand.
Soit maintenant m > sup{n;,i < n}; regardons la résolution (5) tordue par
O(m). Les faisceaux

Gi(m) = O (—ni +m), n; +m >0

sont acycliques pour ¢ < n d’apres le théoreme 2.36.

Scindons la résolution (5) tensorisée par Opr(m) en suites exactes courtes : on
pose pour cela Z; = Ker(G;(m) — G;—1(m)) pour i > 0, avec G_1(m) := F(m). On
a donc par l'exactitude de (5) des suites exactes

0—Z; — Gi(m) — Z;_1 — 0,
ou 'on pose Z_1 := F(m).

Pour s > 0, 'acyclicité des faisceaux G;(m) pour i < n et les suites exactes
9 T
longues associées aux suites exactes courtes ci-dessus vont fournir :

HS (PR, F(m)) = H* (P}, Z_1) = H TV (P}, Zo) = ... = H*T"(PY, Z,,_1).

Mais par le corollaire 2.32, on a H¥""(P}, Z,_1) = 0 car s +n > n = dimPy}. [

42



Notons enfin le résultat de finitude suivant :

Théoreme 2.46 Soit X C P} un k-schéma projectif et F un faisceau cohérent sur
X. Alors tous les espaces H' (X, F) sont des k-espaces vectoriels de rang fini.

Démonstration. Par le méme argument que précédemment, on se raméne au cas
ot F est un faisceau O(I) sur 'espace projectif IP}'. Cela résulte alors des théoremes
2.36, 2.38 et 2.19. |

3 Etude des sous-schémas

On a déja vu la définition des sous-schémas affines. Un schéma affine X = Spec A
étant donné, un sous-schéma fermé de X est un fermé de Zariski ¢ : ¥ — X
déterminé par un idéal I C A, et muni du faisceau structurel Oy =i 'Oy / i~

Plus généralement, on peut définir un sous-schéma fermé d’un k-schéma de type
fini comme I'image par une immersion fermée et injective d’un morphisme de schémas
¢:Y — X, ou le terme “immersion” a ici la signification suivante : au morphisme
d’espaces annelés ¢ correspond un morphisme de pull-back :

¢*: ¢~ Ox — Oy,
dont on demande qu’il soit un morphisme surjectif de faisceaux d’anneaux sur Y.

Définition 3.1 Le faisceau
Iy = Ker (Ox — ¢.0y)
est appelé le faisceau d’idéauz de'Y .

Proposition 3.2 Le faisceau Iy est cohérent sur X . Inversement, tout sous-faisceau
cohérent de Ox définit un sous-schéma fermé de X.

Démonstration. Par définition d’un morphisme de schémas, pour tout ouvert affine
U = Spec A de X, la restriction a U du faisceau Ty, qui est le faisceau d’idéaux
de Y NU est bien de la forme .7, ounl:=KerA— B, B=T(YNU,Oyny). Cela
montre que Zy est quasi-cohérent. Mais comme X est de type fini, I’algebre A est
une k-algebre de type fini, donc noethérienne, et il en résulte que I est un A-module
de type fini, de sorte que Zy est cohérent.

Inversement, si Z est un sous-faisceau cohérent de Ox, par le théoreme 2.4, sur
tout ouvert affine U = Spec A de X, on a 7 = I pour un idéal I C A. On définit
alors Y NU comme le sous-schéma de U défini par I et on vérifie les recollements. m

3.1 Composantes irréductibles

La décomposition schématique d’un k-schéma de type fini X en composantes
irréductibles se fait localement. Dans chaque ouvert affine U = Spec A de X, on
considere les idéaux premiers “associés” de A, c’est-a-dire les idéaux premiers qui
sont des idéaux annulateurs p = Annx, pour un élément 0 # z € A. Ces idéaux
associés sont en nombre fini (grace & la propriété noetherienne). Les idéaux premiers
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minimaux de A sont des idéaux associés mais la réciproque n’est pas vraie. Tout
diviseur de 0 dans A appartient & au moins un idéal associé (cf [7], chapitre 3).

Les idéaux associés de A définissent des sous-schémas affines irréductibles réduits
de Spec A, dont les adhérences dans X sont par définition les composantes irréductibles
de X. Les idéaux associés non minimaux définissent les composantes dites immergées
(elles sont contenues dans des composantes irréductibles de plus grande dimension).

Exemple 3.3 Considérons I'idéal I de k[X, Y] engendré par X2Y et XY2. Il définit
un sous-schéma Z = Speck[X,Y]/I de AZ. L’annulateur de XY dans k[X,Y]/I est
I'idéal engendré par X et Y. Par ailleurs I'annulateur de X? est engendré par Y et
I'annulateur de Y? est engendré par X. Les idéaux < X >, <Y >, < X,Y > sont
les idéaux associés de Z, dont le troisieme définit une composante immergée.

3.2 Multiplicités

Soit X un k-schéma, et soit Y C X une composante irréductible non immergée
de X. Etant irréductible, Y a un unique point générique p € X. Considérons un
voisinage affine ouvert U = Spec A de p contenant p. Alors, comme Y est une
composante non immergée, u est un idéal premier minimal de A, et 'anneau local
A, est artinien local de corps résiduel k, = A, /uA,. En effet A, est noetherien
et tout idéal premier de A, est maximal. Un anneau artinien local A, possede une
longueur [(A,) définie comme la longueur de toute filtration F* de A, par des A,-
sous-modules, dont les gradués Gry sont tous isomorphes a k. Cette longueur est
la multiplicité de X le long de la composante Y.

Cycles. Cette notion de multiplicité permet de définir le cycle associé a un schéma
de type fini. C’est une notion importante en théorie de l'intersection et des cycles
algébriques (cf [5]).

Définition 3.4 Soit Z un k-schéma de type fini de dimension d. Alors le cycle de
Z est la somme formelle :
Znizia
i

ot Z; parcourt ’ensemble des composantes irréductibles de dimension d de Z et n;
est la multiplicité de Z le long de Z;.

Lorsque Z est un sous-schéma d’une variété fixée X, le cycle de Z est a voir comme un
élément du groupe des cycles Z;(X), défini comme le groupe abélien libre engendré
par les sous-schémas réduits irréductibles de dimension d de X.

3.3 Complétion formelle

Soit A un anneau, et I un idéal de A. On peut alors considérer le complété formel
de A le long de I : R
A:=1limA/I".

Si M est un A-module, on peut définir de méme

M :=lim M/I' M,
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qui est un A-module.

Exemple 3.5 Le complété formel de k[ X7, ..., X,,] lelong de l'idéal < X7,..., X,, >
est I'anneau de séries entieres k[[X1,. .., X,]].

L’étude des complétés dans le cas ou I'anneau A est noetherien est facilitée par
le lemme d’Artin-Rees :

Lemme 3.6 Soit A un anneau noetherien, I un idéal de A et M un A-module de
type fini sur A. Soit L C M wun sous A-module. Alors il existe un entier s tel que
pour tout k > 0 on ait :

I"MNLcI*SL. (6)

Démonstration. Soient aq,...,a, des générateurs de I. Alors on peut considérer
M’ := @I*M comme un A[ty,...,t,]-module, ol la multiplication par t; : I*M —
T*+1 M est définie comme étant la multiplication par a;. Il est clair que des générateurs
de M comme A-module sont aussi des générateurs de @;I*M comme Alty, ... t]-
module. Donc M’ est de type fini sur A[tq,...,¢]. M’ contient le sous-A’-module
L' =@ I*M N L.

Comme A’ est noetherien , L’ est de type fini sur A’. Soient [y, . .., l; des générateurs
de L' comme A’-module, et soit s le degré maximal d'un des I, (i.e l; € Gr< I¥M N
L, Yi).

Pour ce s, (6) est satisfait. |

Corollaire 3.7 Si A est local noetherien, et I # A est contenu dans l'idéal mazimal,
on a une inclusion A C A.

Démonstration. Soit K C A le noyau de A — A. Alors on a K C I* Yk > 0. Par
le lemme d’Artin-Rees, on trouve donc que pour un certain k > 0, K = I*K. On
conclut par Nakayama que K = 0. [

Corollaire 3.8 Soit A noetherien. Soit I un idéal de A et soit
O—-L—-M-—N-—>0

une suite exacte de A-modules, avec M de type fini. Alors on a la suite exacte des
complétés par rapport a 1.

O—>E—>]\7H]/\7—>O.

Démonstration. La surjectivité a droite est facile. L’injectivité a gauche est
une conséquence d’Artin-Rees : en effet, soit (Ix)ren, lx € L/I¥L une suite avec

li_1 =l mod. I*1L. (7)

Supposons que cet élément de L s’annule dans M. Alors I, annule dans M /I* M.
D’aprés le lemme 3.6, on déduit qu’il existe s tel que I}, € I*"5L/I*L pour tout k.
Mais alors d’apres (7), on a [ = 0, Vk. L’exactitude au milieu se montre de
méme.
|
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Les anneaux A, A possedent I'idéal I, respectivement
I=1limA/I,
et donc les filtrations décroissantes correspondantes
FlA=T1" FlA=T.

On peut remarquer qu’on a N N
AJF'A=A/F'A,

GriA =11+ =~ GrlA.

Notons que I'anneau @;>olI'/I"*! est une A/I-algebre graduée.

Ces définitions peuvent s’étendre par recollement aux sous-schémas. Si Y C X
est un sous-schéma fermé, on définira le complété formel de Y dans X, et on le
notera )/(:y, comme ’espace annelé d’espace topologique sous-jacent Y et de faisceau
d’anneaux

Ok, (Y NU) = 4,

ou U = Spec A, Y NU = Spec A/I C Spec A et ou la complétion est relative a I. La
compatibilité des complétions formelles avec les localisations entraine la cohérence
de cette définition. Les germes de O %, sont les complétés formels des germes de Ox
relativement aux germes du faisceau d’ldeaux définissant Y.

Si enfin F est un faisceau cohérent sur X, on a un faisceau cohérent F induit
sur Xy : c’est le faisceau de O j-i,y-modules défini sur les ouverts affines de X par

—

F(YnU) = FU),

ou U = SpecA, Y NU = Spec A/I C Spec A et ou la complétion est relative a I.
Ces notions sont tres utiles pour pallier la rigidité de la géométrie algébrique.

Exemple 3.9 Soit f(X,Y) une équation polynomiale & deux variables & coefficients
complexes telle que

f(@,y) =2y +g(z,y)
ol g est un polynome homogene générique de degré 3.

On peut montrer que f est irréductible, c’est-a-dire que ’anneau

Cla,yl/f

est integre.
Cependant son complété en 0 n’est pas irréductible. Il est isomorphe a

Cllz, yll/ (xy),

correspondant a l'intuition géométrique que la courbe définie par f = 0 a deux
branches locales en 0.

On peut aussi considérer le schéma au-dessus de Y défini localement comme le
spectre du faisceau d’anneaux GrrpQOx, ou F est la filtration définie par Zy C Ox.

Ceci est appelé le cone normal de Y dans X. C’est une notion tres utile dans la
théorie de l'intersection (cf [5]).
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3.4 Sous-schémas localement intersection complete

Définition 3.10 Soit A un anneau local d’idéal maximal M. Une suite g1, ..., gr
d’éléments de M est dite réguliére si g; n’est pas un diviseur de 0 dans A/ <
9155 9i-1 >-

On peut montrer que cette définition ne dépend pas de 'ordre des g;. Dans le cas ou
A est une k-algébre integre de type fini, cela résulte de la caractérisation ci-dessous
(Proposition 3.12).

Définition 3.11 Un sous-schéma Y C X est dit localement intersection complete
s’il existe un recouvrement de X par des ouverts affines U; tels que chaque YNU; C U;
est défini par une suite réguliére, c’est-a-dire que l’idéal I; définissant Y NU; dans
Ui est engendré par une suite régulicre dans chaque anneau local Ox ,, y €Y.

Rappelons qu’'un k-schéma de type fini irréductible X non vide a une dimension,
qu’on peut définir comme la degré de transcendance de k(X) sur k. On dit qu’'un k-
schéma de type fini X est de dimension pure n si toutes ses composantes irréductibles
non vides sont de dimension n (X ne peut pas alors avoir de composantes im-
mergées). Si X est vide, il n’a pas de dimension, ou plutot, il a n’importe quelle
dimension.

On peut également parler de la dimension de X en chaque point fermé = € X.
C’est la dimension maximale des composantes irréductibles de X passant par x.

Théoréme 3.12 Si X = Spec A est un k-schéma affine de type fini de dimension
pure n, et Y est défini par g1,...,9r, Y est de pure dimension n —r si et seulement
si la suite g1, ...,gr est régulicre dans chaque localisé Ay, y point fermé de Y .

En raisonnant par récurrence, c’est une conséquence immédiate de la proposition
suivante :

Proposition 3.13 Soit A une k-algébre de type fini, de dimension pure d. Soit
f € A. Alors les anneaux locauz Ay/f,y € V(f) de A/f sont de dimension pure
d—1 si et seulement si f ne divise pas 0 dans les anneauz locauz Ay, y € V(f).

Démonstration. Si f divise 0 dans un anneau local A,, il est contenu dans un
idéal premier minimal de A, (grace a notre hypothese qu’il n’y a pas de composante
immergée). Donc il existe un idéal premier minimal y de A, tel que A,/p est un
quotient de A,/ f. On a alors dim Ay/p = dim Ay < dim A,/ f.

On se contentera de montrer la réciproque dans le cas ou A est integre. On sait
donc que f # 0, on peut supposer que f n’est pas inversible (sinon V(f) = () et on
veut montrer que dim A/f = dim A — 1.

On va utiliser le lemme de normalisation 1.32. Comme dim A = d, on sait que
A est une extension algébrique intégre d’un sous-anneau isomorphe a k[z1,...,z4].
On a alors par définition dim A = d. A étant intégre, tout élément de A est solution
d’une équation normalisée de degré égal a deg Frac A/k(z1,...,xq) :

g = Z big'

i<l

avec b; € k[x1,...,z4] et dont le dernier coefficient by = Nm(g) est non nul.
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Si @ est un idéal premier associé de A/ f correspondant a un idéal premier p de A
contenant f, uNk[zy,...,x4] est un idéal premier de k[z1,...,x4] contenant Nm f.
De plus, par définition des idéaux associés, on a

= Anng,
pour un g # 0 dans A/f. En d’autres termes
pn={ycA 3y cA gy=fy dans A}, (8)
pour un relevement g de g dans A. Notons que g satisfait une équation
Nmg = gP(g)

ot P est un polynome a coefficients dans k[x1, . .., z4]. Donc on a aussi en multipliant
par P(g) dans (8)
(Nmg)y = fy" dans A.

L’intersection pu' = pNk[xq, ..., x4 est donc constituée d’éléments y € k[z1, ..., z4]
tels que

(Nmg)y = fy" dans A, (9)
ou le terme de gauche appartient en fait & k[xy,...,z4] C A.

Comme Nm g # 0, un tel y doit étre un diviseur de 0 dans k[x1,...,z4]/Nm f,
comme on le voit en prenant les normes dans (9).

Mais on peut utiliser ici le fait que k[z1, ..., x4] est factoriel : tout polynoéme non
nul est soit une constante, soit un produit de polynomes irréductibles qui engendrent
des idéaux irréductibles.

Si Nm f est une constante, alors ’équation fQ(f) = Nm f satisfaite par f
montre que f est inversible dans A, ce qui contredit notre hypothese.

Donc Nm f admet une unique décomposition en éléments irréductibles et tout
diviseur de 0 de k[z1,...,2zq]/Nm f correspond & un élément de k[z1,...,z4] divi-
sible par un facteur irréductible de Nm f. Les idéaux u' ci-dessus doivent donc étre
en fait engendrés par des facteurs irréductibles de Nm f. Il est alors immédiat (re-
garder le degré de transcendance) que les anneaux correspondants k[x1, ..., zq]/p
sont de dimension d — 1. Donc dim A/ = d — 1 car A/ est intégre et entier sur son
sous-anneau k[xy, ..., zq]/1 .

|

Une autre caractérisation fait intervenir les cones normaux.

Proposition 3.14 Supposons X de type fini sur k. Y est localement intersection
complete dans X si et seulement si le cone normal de 'Y dans X est localement
isomorphe a 'Y xj Aj.

Démonstration. On va supposer ici X de dimension pure n pour simplifier. C’est
un énoncé local. Il faut voir qu'un sous-schéma affine Y C X = Spec A est défini
par une suite réguliere gi,. .., g, si et seulement si @ I'/I'T1 = A/I[X,,..., X,].
Supposons que Y est défini par une suite réguliere gi,...,g,. On définit un
morphisme de A/I[z1,...,z,] dans @ I'/I'*! en envoyant un polynome homogene
P(z;) de degré [ & coefficients dans A/I sur P(g;) € I'/I'*! (on vérifie que cela
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ne dépend des coefficients de P que modulo I). Cette application est évidemment
surjective.

La fleche est donc injective si et seulement si les deux anneaux ont la méme
dimension. Celui de droite est de dimension pure n = dim X, en tant que gradué
d’un complété formel. Celui de gauche est de dimension pure n si et seulement si Y
est de dimension pure n — r et donc si et seulement si Y est localement intersection
complete d’apres la proposition 3.12.

Inversement, si on a un isomorphisme A/I[z1,...,z,] = @& I'/I'*1 on prend
des g1,...,9, € I tels que leurs images modulo I? correspondent aux z;. Les g;
engendrent alors I au voisinage de tout point de Y, et par 'argument précédent,
forment une suite réguliere au voisinage de tout point de Y. Donc Y est localement
intersection complete dans X. [

Remarque 3.15 Un sous-schéma de X localement intersection complete n’est pas
nécessairement une intersection compléte dans tout ouvert affine de X. Il y a a cela
des obstructions liées aux groupes de Chow. Par exemple, un point x dans une surface
lisse X est localement intersection complete, puisqu’on sait que l'idéal de x admet
deux générateurs dans Ox ;. Cependant, en général, si on considere un voisinage
affine U de x dans X, x n’est pas une intersection complete de deux courbes dans
U. Cela entrainerait que le groupe de Chow C'Hy(X) (cf [5]) de X est trop petit.

3.5 Construction de (sous)-schémas

3.5.1 Fibrés affines et projectifs

Fibrés affines. Soit X un k-schéma et £ un faisceau localement libre de rang r
sur X. On construit alors un faisceau de Ox-algebres Sym &, obtenu en trivialisant
localement £ sur des ouverts affines :

ty : &y 20, =V ®; Oy,

ou V =k", et en posant
Sym € = Sym'V @ Of.

On construit alors le schéma Spec Sym £, qui n’est pas un k-schéma affine, mais est
affine au-dessus de X. En d’autres termes, il est muni d’un morphisme dit structurel

¢ : SpecSym € — X

qui est affine (cf section 1.5). Sur un ouvert affine trivialisant U = Spec A de X
au-dessus duquel & est trivial, on a I'(Sym'E) = Sym'V @y A, qui est une k-algebre
de type fini, et on dispose donc du k-schéma affine Spec Sym™V ®; A, qui admet un
morphisme naturel sur Spec A. En fait, par définition des produits (cf section 1.3.3),
on a

Spec Sym"V @i A = Al xi, U. (10)

Le schéma Spec Sym € est obtenu en recollant les schémas affines A}, x; U via les
applications de recollement données par les fonctions de transition de &£.
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Remarque 3.16 Les fonctions de transition ty ot(;1 sur UNV vont fournir des mor-
phismes d’algebres symétriques associées, qui vont fournir de facon contravariante
les morphismes de recollement entre schémas.

Notons qu’on a une application naturelle ¢ : SpecSym'E€ — X et que par
définition, on récupere l'algebre Sym € par la formule :

Sym € = ¢, 0.

Pour récupérer le faisceau £ lui-méme, il faut utiliser la structure d’espace vectoriel
des fibres de ¢ (cf (10)) : d’apreés la description locale de ¢ donnée dans (10), on
trouve que £* s’identifie au faisceau des sections locales de ¢, puisque les morphismes
de A-algebres de Sym'V ®j A dans A s’identifient aux morphismes de A-modules
de V ®; A dans A.

En géométrie, on aime employer le terme de fibré vectoriel, plutot que de fibré
affine (qui préte évidemment & confusion). Notons aussi que la prédominance de
I’algebre sur la géométrie nous a fait construire ci-dessus a partir de £ un fibré
vectoriel E dont le faisceau des sections est le dual de £. C’est un peu paradoxal,
mais du point de vue de la géométrie algébrique, ot on part toujours des algebres
de fonctions, c’est cohérent.

Remarque 3.17 (Suite de la remarque 3.16) Les matrices de transition du fibré
vectoriel E’ sont les inverses des transposées des matrices de transition du faisceau
£, qui sont par définition les morphismes
tV o t_l . T o~ T
v - Yunv unv-
On peut utiliser la notation F pour le dual de E’, un fibré vectoriel qui a les
mémes fonctions de transition que £ et dont le faisceau de sections est £.

Fibrés projectifs. Les notations étant comme ci-dessus, on peut aussi construire le
k-schéma Proj Sym’ €, muni d’un morphisme ¢ vers X. Il est obtenu en recollant les
schémas Proj Sym'V ®; A associées aux algébres graduées en utilisant les fonctions
de transition de £ pour recoller les algebres graduées Sym'V ®; A et de fagon
contravariante les schémas Proj Sym'V ®j, A.

On utilise la notation p : P(€) — X pour ce schéma projectif au-dessus de
X. 11 est muni d'un faisceau Op(g)(1) obtenu en recollant les faisceaux inversibles
O(1) définis au-dessus des Proj Sym"V @ A (cf section 2.3.2) via les recollements
naturels.

Ce faisceau a la propriété que p,O(1) = £. Ceci est obtenu a ’aide du théoréme
2.19.

Cette notation due a Grothendieck est controversée, dans la mesure ou on aurait
envie que P(€) soit le fibré projectif paramétrant les droites contenues dans le fibré
vectoriel E sur X dont les sections algébriques sont le faisceau £. C’est le choix fait
par Fulton.

Il se trouve que ce fibré vectoriel est dual de Spec Sym '€, comme on ’a vu plus
haut.

On peut faire un compromis et adopter la notation P(E) pour le fibré projectif
des droites de E. On a alors P(£) = P(E¥).
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3.5.2 Lieux des zéros d’une section d’un faisceau localement libre

Soit £ un faisceau localement libre de rang r sur un k-schéma de type fini X.
Soit o une section de £. o fournit un morphisme de faisceaux cohérents

o:& — Oy

dont I'image est un faisceau d’idéaux Z définissant un sous-schéma X, de X. Notons
que £* étant localement libre de rang r, le faisceau Z admet localement r générateurs.
Lorsque le schéma est localement intersection compléte de codimension r (ou
vide), on dit que la section o est transverse.
On a la proposition suivante, qui est tres utile :

Proposition 3.18 Sile faisceau £ est engendré par ses sections, il existe un ouvert
de Zariski non vide U C A,]CV, tel que pour tout point o € U(k), la section o de £ est
transverse.

Ici kN = AY (k) est le k-espace vectoriel I'(X,, ).

Démonstration. Supposons pour simplifier que X est irréductible. On considere
X xp A{cv , sur lequel on a une section tautologique ¢ du fibré pri€, définie de la facon
suivante.

L’isomorphisme kv = T'(X,&) est donné par une base o1,...,on5 de I'(X,E).
Soit AN = Speck[x1,...,rN]. La section & est définie par

o= Z xiprio;.
i
Le lieu Z des zéros de & est par définition de & I’ensemble

{(:L’, 0)7 O'(.CE) = O},

ou 'expression “o(z) = 0” signifie que I'idéal défini par o s’annule sur .

Le lieu Z est tres simple a comprendre, du fait que £ est engendré par ses
sections. En effet la fibre de pry : Z — X au-dessus de x est constituée des éléments
de k(z)NV = I'(Xk(z) Ex(z)) s'annulant en z, et comme € est engendré par ses sections,
c’est un k(z)-espace vectoriel de dimension N — r. En fait, Z est un fibré vectoriel
sur X (voir section 3.5.1) de rang N —r. Plus précisément, considérons le morphisme
d’évaluation

o¥ - ¢,

qui est la somme des morphismes Oy — & associés aux sections ;. Ce morphisme
est surjectif par hypothese et son noyau K est donc localement libre (exercice).
Clairement Z s’identifie au fibré affine dont le faisceau des sections est IC, c’est-a-dire
au fibré Spec Sym K*. Comme rang IC = n — r, on a montré que Z est irréductible
et de dimension dim X + N —r.

Il en résulte que la fibre générique de pro : Z — Aiv est soit vide, si pry n’est pas
dominante, soit de dimension (comme k(AL )-schéma) égale & dim Z—N = dim X —r
par le lemme 3.19 suivant.

Dans le premier cas, I'm pro n’est pas Zariski dense, et si U est un ouvert de
Zariski non vide de A, tel que Im pro C AN\ U, on trouve que pour tout o € U(k),

pry (o) est vide. Comme pour o € EN, la fibre

X, = prgl(a) C Xz
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est par définition de Z le lieu d’annulation de o, on en conclut le résultat dans ce
cas.

Dans le second cas, on en conclut d’apres le lemme 3.20 suivant que dim pry ! (o) =
dim X —r pour ¢ un k-point de k~ pris dans un ouvert U non vide de A]kv . Comme
pry 1(cr) C X7 est le lieu d’annulation de o, la proposition est une conséquence de
la proposition 3.12. [

Lemme 3.19 On a l'additivité suivante des dimensions : si f : Z — Z' est un
morphisme dominant, avec Z et Z' irréductibles de type fini sur k, alors dim Z =
dim Z' +dim F, ou F est la fibre générique de f.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition de la dimension
comme degré de transcendance, et de ’additivité des degrés de transcendance. ®

Lemme 3.20 Soit X un k-schéma de type fini irréductible réduit. Soit Z un k-
schéma de type fini irréductible réduit et soit ¢ : Z — X un morphisme dont la
fibre générique est un k(X)-schéma irréductible de dimension d. Alors, il existe un
ouvert U de X, tel que pour tout k-point fermé u € U, on ait dimy,(y)Zu = d.

Démonstration. On peut supposer que X = Spec A et Z = Spec B sont affines.
Le k(X)-schéma Zj(x) est alors égal a Spec B®4 Frac A et est de dimension d sur
FracA = k(X). On applique le lemme de normalisation d’Emmy Noether 1.32. 1l
nous dit que 'algebre B ®4 Frac A, Frac A = k(X) est une extension algébrique

d’une sous-algebre Frac Alf1,...04]. Siai,...,ayn sont des générateurs de B comme
k-algebre, soit P; le polynéme normalisé & coefficients dans Frac A[f, ..., 0,] satis-
fait par a;.

Soit U l'ouvert de Zariski de X ou les coefficients des P; n’ont pas de poles. Pour
tout point u de U, I'algebre B®yk(u) est une extension algébrique de k(u)[f1, ..., 04].
Or on a Zy,) = Spec B @y, k(u).

|

Remarque 3.21 Si le corps k est infini, 'ouvert U a certainement des k-points,
et on peut donc affiner l’énoncé de la proposition 3.18 en précisant l’existence de
sections transverses définies sur k.

Exemple 3.22 On peut prendre pour € une somme directe de fibrés inversibles
E = @1 L;. Une section o de & est alors un r-uple o1, ...,0,), ouo; € HY(X, L;), qui
définit une hypersurface Y; de X (de codimension pure 1 si o; est transverse) et le
lieu des zéros Z de o est alors l'intersection schématique des Y;. Lorsque la section
o est transverse, on dit que Z est l'intersection compléte des Y;.

3.5.3 Revétements cycliques

Il existe une tres jolie construction de schémas finis au-dessus d’un schéma donné
X, pour lesquels on a besoin des données suivantes :
1. Un faisceau inversible £ sur X.

2. Pour un entier N > 0, une section 7 de L&V,
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On construit alors le revétement cyclique de degré N de X associé a L et o de la
fagon suivante.

On part de Z = Spec Sym L~1. Soit ¢ : Z — X le morphisme naturel. On a vu
que ¢.0z = Sym L1 = @,,<0L", et il en résulte que

contient Ox en facteur direct. On a donc une section canonique 7 de ¢*L. (Le lieu
des zéros de cette section est la section 0 du fibré en droites Z — X.)

Le revétement cyclique r : R — X est défini comme le lieu d’annulation de la
section ™V — ¢*o de ¢y *L.

L’application r : R — X est finie et plate. En effet elle est clairement affine et
r+Opr est une extension algébrique de Ox. La platitude résulte du lemme suivant
qui montre en particulier que r,Op est localement libre :

Lemme 3.23 On a r,Or = @0§i<N[’71’7 et la structure de faisceau de Ox-algébre
sur r«ORr est donnée par

LT LT L7 i j <N, LT Lo - L7V 4> N,

ot la premiere fléche est le produit tensoriel, et la seconde est composée du produit
tensoriel et de la multiplication par o.

Démonstration. On a vu que ¢.0z = ®,<oL" et par définition, r,Op est un quo-
tient de ¢.Oz. Restreignons I’application quotient & Gg<;«nL~*. Ceci nous donne
un morphisme

o EBogKNﬁfi — r,Og.

Comme 1’équation définissant R est 7V — ¢*o de ¢.¢*L qui a une composante
non nulle 7V dans £, on voit que « est injective. Mais « est aussi surjective, car
en exploitant la relation 7V — ¢*, on peut exprimer tous les 77, m > N comme des
combinaisons des 7, i < N, a coefficients dans Ox. (C’est évident pour m < 2N car
il suffit de multiplier I’équation par 7™~ et pour m > 2N, on écrit 72V = ¢*o?
etc...)

Ceci montre le premier énoncé, et le second est une conséquence immédiate de
la démonstration.

|

3.6 Degré des sous-schémas projectifs

Soit Y C IP; un sous-schéma. On va définir un entier degY’, qui ne dépendra en
fait que du cycle associé a Y (cf Définition 3.4). En particulier le degré ne dépend
que des composantes irréductibles de Y de dimension maximale égale a r = dim Y.
Ecrivons le cycle de Y comme une somme ). n;Y;, ou Yj est irréductible réduit de
dimension 7. On a alors

degY = Z n;deg Y.
1
Le degré de Y; peut se définir de différentes manieres : Supposons pour simplifier
que k est infini. Alors la preuve qu’on a donnée de la version projective du lemme de
normalisation d’Emmy Noether 1.32, qui ne nécessite qu’une transformation linéaire
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des coordonnées, dit que, si Y; = Proj A, A = k[Xy,...,Xy]/I, quitte a effectuer
un changement de variables lineaire en les X;, A est entiere sur la sous-algebre
k[Xo, ..., X,]. En particulier, les sections X;, 0 < j < r, de Oy, (1) n’ont pas de zéro
commun sur Y;, ce qui entraine que le morphisme d’algebres graduées

k[ Xo,...,X,] — A

induit un morphisme ¢ : Y; — P;. Un tel morphisme est appelé une projection
linéaire.
On peut définir alors le degré de Y; comme le degré du schéma de dimension 0

Z = ¢ Nx), x € U C Pi(k),

ot U est un ouvert de Zariski non vide de [P} (k) sur lequel ce degré est constant. On
doit expliquer ce qu’est ce degré : Z C Y; est un sous schéma de dimension 0 par le
fait que A est finie sur k[Xy,..., X,]. Un tel sous-schéma possede un cycle associé
z = Y ,myxy, ol les x; sont des sous-schémas irréductibles réduits de dimension 0
de Y; c’est-a-dire des points fermés de Y;. On pose alors :

deg Z = deg z := Zmldeg xy, (11)
l

ou deg x; est le degré de I'extension de corps k C kg, .

Il faut montrer que ce degré est indépendant du choix de x dans un ouvert
de Zariski non vide de [P} (k). C’est une conséquence de la platitude générique du
morphisme ¢.

Exercice 3.24 Montrer que deg Z est aussi le degré de lextension de corps k(P}) C
k(Y7).

Exercice 3.25 Soit Z est un k-schéma de type fini et de dimension 0. Montrer que
deg Z = dim, H°(Z,0y).

Si le corps k n’est pas fini, on peut le remplacer par sa cloture algébrique :

Exercice 3.26 Montrer que pour toutes extensions de corps k C K C K', avec
K, K' infinis, on a degYx = deg Y.

On peut donc définir deg Y comme le degré du K-schéma Y pour n’importe quelle
extension infinie de k.
Avec cette définition, on a

Théoréeme 3.27 Supposons que k est infini et soit H C Y, H = IP’Z_1 NY une
section hyperplane générique de Y. Alors deg H = degY .

Démonstration. Pour k infini, il existe une projection linéaire finie w de Y sur
P, = Proj k[X{,...,X]], correspondant au choix de r + 1 sections de Oy (1) sans
0 commun. De plus, si H est générique, on peut supposer les X! choisies de fagon
que H est définie par X, = 0. On montre alors que le degré de Y est égal au degré
du O-cycle m~!(z) défini dand (11) pour un k-point générique de P} et de méme,
grace a la généricité de H, que le degré de H est égal au degré du O-cycle 771_{1 (z),
ouryg:H — PZ_I est la restriction de wy & H, qui est a valeurs dans ’hyperplan
}P’Z_l C P}, défini par X et = est générique dans IP”,;_l. Le résultat résulte alors du
fait que les schémas 7~ (x) et 75" () coincident. |
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Remarque 3.28 La condition “générique” est nécessaire dans le théoreme 3.27.
Par exemple, si H contient une composante immergée de X, le résultat est faux.

Deuxieme partie

Le point de vue complexe

L’ensemble algébrique P"(C) (ou encore le spectre maximal de P¢) peut étre vu
comme une variété complexe compacte : il est en effet recouvert par des ouverts
isomorphes & C™, les fonctions de transition permettant de recoller les ouverts le
long de leurs intersections étant des fonctions rationnelles des coordonnées, et en
particulier des fonctions holomorphes. En tant que variété complexe, on notera cet
ensemble (muni de la topologie usuelle et du faisceau de fonctions holomorphes)
CP™.

De méme, toute sous-variété algébrique lisse X de P"(C) peut étre vue comme
une sous-variété complexe fermée de CP". En effet, cette variété est définie par des
équations homogenes qui dans les ouverts affines standards se déshomogénéisent pour
donner des équations polynomiales en les coordonnées, et en particulier holomorphes.
On notera X" la variété complexe correspondante, munie de la topologie usuelle et
du faisceau de fonctions holomorphes.

La lissité algébrique (voir section 7) est caractérisée par le critere jacobien de
rang des équations locales, et fournit donc aussi bien la lissité de la sous-variété
complexe correspondante.

Les questions auxquelles répondent cette partie sont :

1. Quelles sont les variétés complexes compactes qui peuvent étre réalisées comme
sous-variétés complexes de ’espace projectif ?

2. Quelles sont les sous-variétés complexes de I’espace projectif qui sont définies
par des équations algébriques ?

La réponse a la question 1 est donnée par le théoreme de plongement de Kodaira. La
réponse a la question 2 est donnée par le théoreme de Chow, largement généralisé par
Serre sous le nom de principe GAGA (géométrie analytique et géométrie algébrique).

4 Variétés complexes et kahlériennes

4.1 Variétés complexes et fibrés vectoriels
4.1.1 Fonctions holomorphes

Soit f: U — C, U C C", une application de classe C!' d’un ouvert de C" dans
C. La différentielle df est en chaque point € U une application R-linéaire :

dfx : TUJ; =2C" — T(C,f(m) = C.

Définition 4.1 Une telle application f est dite holomorphe si les différentielles df,
sont toutes C-linéaires.

Une conséquence remarquable des formules intégrales satisfaites par ces fonctions
est I’équivalence suivante (cf [12], 1.2.1) :

55



Théoreme 4.2 Une fonction f sur U est holomorphe si et seulement si elle est
analytique complexe, c’est-a-dire qu’elle est la somme de sa série de Taylor qui a
un rayon de convergence non nul en tout point x € U et dont chaque terme est
polynomial en les variables complexes z; — z;(x).

4.1.2 Opérateur 0 sur les fonctions

En général, ’espace des applications R-linéaires de C" dans C est la somme
directe de deux sous-espaces vectoriels complexes, a savoir les applications C-linéaires
de C" dans C d’une part et les applications C-antilinéaires de C™ dans C d’autre
part. En effet, notant I l'opérateur de structure complexe sur C" (c’est-a-dire la
multiplication par ¢, qu’on voit comme un endomorphisme R-linéaire de C™, et notant
J Topérateur de structure complexe sur C, on a l'opérateur

f&—)J_lofoI

agissant sur Hompg(C", C). On vérifie que c’est une involution, et les deux espaces
ci-dessus sont simplement les espaces invariant et anti-invariant respectivement pour
cette involution.

On appellera forme différentielle de type (1,0) une forme différentielle sur U
a valeurs complexes et qui est C-linéaire en chaque point. De méme, les formes
différentielles sur U a valeurs complexes et qui sont C-anti-linéaires en chaque point
seront appelées “formes de type (0,1)”.

Si f est une fonction de classe C! de U C C™ dans C, on décompose la forme
différentielle df en

df =0f + 0f,

suivant la décomposition ci-dessus des formes différentielles a valeurs complexes. Ceci
définit les opérateurs O et O sur les fonctions. Par définition, f est donc holomorphe
sur U si et seulement si 0f = 0.

Notons que sur C muni de sa coordonnée complexe z = x + vy, les formes de

type (1,0) sont engendrées sur C par dz := dx + tdy et les formes de type (0, 1) par
dz .= dx — udy.

Définition 4.3 Pour une fonction f : U C C — C de classe C', on définit les
fonctions continues

0 f 0 f
0z’ 0z
par les relations
of = gfd of = 8f d*.
En d’autres termes on a 8f 8f
df = d + = ﬁ

De plus, par définition, f est holomorphe si et seulement si %J; = 0. On utilisera le

résultat suivant (cf [12], 1.3) :

Théoréme 4.4 Soit f : U — C une application de classe C', ou U est un ouvert
de C. Alors il existe localement sur U une fonction g de classe C' & valeurs dans

C, telle que
9y

o=
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En fait on aura besoin d’une version “avec parametre” :

Théoreme 4.5 Soit f : WxV xU — C une application de classe C', et holomorphe
enV, ou V est un ouvert de Ct, W est un ouvert de R™, et U est un ouvert de C.
Alors il existe localement sur W x V x U une fonction g de classe C' & valeurs dans
C, holomorphe en V et telle que

dg
oz

Ici Vopérateur % est relatif a la variable z sur U.

4.1.3 Composition et changement de variables

Soit ¢ : U — V une application de classe C', ot U et V sont des ouverts de C" et
C™ respectivement, et soit f : V' — C une application holomorphe. On dira que ¢ est
holomorphe si sa différentielle en chaque point est C-linéaire, ce qui équivaut aussi a
dire que les composantes ¢; de ¢ = (¢1,...,¢m) de ¢ : U — C™ sont holomorphes.

On a alors

d(f o)z = df(]ﬁ(a:) o dgy,
et comme chacune des applications linéaires dfy,) et d¢, sont C-linéaires, on en
déduit que d(f o ¢), l'est. En conclusion, la composition de deux applications holo-
morphes est holomorphe.

4.1.4 Variétés complexes

Une variété complexe compacte X est une variété différentiable compacte sur
laquelle on s’est donné des cartes ¢; : U; = V;, ou les U; forment un recouvre-
ment ouvert de X et les V; sont des ouverts de C”, les isomorphismes ¢; étant des
difféomorphismes tels que les ¢; o qbl-_l soient holomorphes la ou ils sont définis,
c’est-a-dire sur ¢;(U; N Uj).

Notons que comme les fonctions de transition sont holomorphes, elles sont de
classe analytique, et donc X est en particulier une variété différentiable de classe
C*.

Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert U de X.

Définition 4.6 f est dite holomorphe sur U, si le composé foqb;l, défini sur l'ou-
vert ¢;(U NU;) de C™, est une fonction holomorphe sur cet ouvert.

Cette définition est cohérente car on sait que qu_l o ¢; est holomorphe, et que la

composition d’applications holomorphes est holomorphe, de sorte que f o gb;l est
holomorphe sur ¢;(U NU; NUj) si et seulement si fo gbj_l est holomorphe sur ¢;(U N
U, N Uj).

On peut introduire le faisceau des fonctions holomorphes Ox sur une variété
complexe X. C’est le sous-faisceau du faisceau des fonctions différentiables a valeurs
complexes qui & U C X associe I'ensemble des fonctions holomorphes sur U (noter
que c’est un anneau, et plus précisément une C-algebre, car la somme et le produit
de deux fonctions holomorphes est holomorphe).

Muni de ce faisceau d’anneaux, X est un espace localement annelé, localement
isomorphe & (C", O¢n). Plus tard, lorsqu’on aura une variété algébrique complexe
qu’on verra comme une variété complexe, on prendra soin de distinguer les topologies
(usuelle et Zariski), ainsi que les faisceaux de fonctions (holomorphe et algébrique).

o7



4.1.5 Fibrés vectoriels holomorphes

Sur une telle variété complexe, un fibré vectoriel holomorphe de rang r est un fibré
vectoriel différentiable complexe muni de trivialisations ¢; : Ejy, = U; X C" relatives
a un recouvrement ouvert adéquat de X, telles que les matrices de transition

Mij Z:wjowi_lZUiﬂUjX(CrgUiﬂUjX(CT

qui sont C-linéaires en la seconde variable et commutent avec la premiere projection,
et peuvent donc étre vues comme des fonctions sur U; N U; a valeurs dans 1’espace
des endomorphismes C-linéaires de C”, ou encore dans ’espace des matrices de type
(n,n) a coefficients complexes, soient holomorphes sur U; N U;.

La donnée d’un fibré vectoriel holomorphe de rang r est équivalente a la donnée
de son faisceau de sections holomorphes, qui est un faisceau de O x-modules libres
de rang r. En effet, ils ont les mémes matrices de transition.

Exemple 4.7 Le fibré tangent Tx. Les cartes holomorphes ¥y : U C X — C"
identifient sur les ouverts U le fibré tangent Tx au fibré trivial de fibre C". Les
fonctions de transition sont données par les différentielles

d(py o gh)

sur UNV. Comme iy 01/)[}1 est holomorphe sur vy (UNV'), ces matrices de transition
sont holomorphes, données par la matrice jacobienne holomorphe de ¥y o 1/;51.

Le fibré tangent d’une variété complexe est donc naturellement muni d’une struc-
ture de fibré vectoriel holomorphe de rang égal a dimcX.

On s’intéressera particulierement aux fibrés en droites holomorphes, c¢’est-a-dire
aux fibrés vectoriels holomorphes £ de rang 1. Une trivialisation locale d’un tel fibré
sur un ouvert U; est donnée par une section holomorphe non nulle g; de £ sur U;.
La trivialisation correspondante envoie o € £ sur o/g; € I'(U, Oy). Les matrices de
transition g;; sont alors des matrices (1, 1) inversibles holomorphes, c’est-a-dire des
fonctions inversibles sur U; N U;. D’apres ce qui précede elles sont données par

gij = gi/gj-

Du fait que ce sont des matrices de transition, elles satisfont la condition de
cocycle
9ij9ikgri =1
sur U; NUj, et donc déterminent un élément de H X, O%), ce dernier groupe étant

calculé comme la limite des cohomologies de Cech de O% relativement aux recou-
vrements ouverts U de X.

Lemme 4.8 De cette manicere, les classes d’isomorphismes de fibrés en droites ho-
lomorphes sur X sont paramétrées par H' (X, O%).

Démonstration. C’est une généralité, ou ’'on aurait pu remplacer le faisceau struc-
turel des fonctions holomorphes par le faisceau des fonctions différentiables & valeurs
complexes, ou le faisceau des fonctions continues a valeurs complexes, pour obtenir
la classification des fibrés en droites complexes différentiables ou continus. On a déja
associé ci-dessus & un fibré en droites un élément de H'(X, O%).
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Inversement, tout élément de H'(X, O%) est représenté par un cocycle de Cech
de degré 1 a valeurs dans O% pour un recouvrement adéquat de X par des ouverts
U;. Soit g5 € T'(Usj, (9(*]”_) un tel représentant, satisfaisant la condition de cocycles

9ij9ikIri = 1.
Considérons le préfaisceau G sur X défini par
Q(U) = {(fz), fz € F(Uﬂ Ul‘,O), fj = gijfi sur UNU; N Uj}.

La condition de cocycles, qui donne la compatibilité des conditions ci-dessus sur les
intersections triples, entraine que ceci est un faisceau de Ox-modules localement
isomorphe a Ox. [

La suite exacte exponentielle. On a sur une variété complexe la suite exacte expo-
nentielle, qui dit qu’une fonction holomorphe inversible est localement 1’exponentielle
d’une fonction holomorphe définie a une constante multiple de 2.7 pres :

2 exp

0—-2Z= Ox = 0% —0. (12)
La suite exacte longue de cohomologie associée fournit :
HY(X,Z) — HY(X,0x) - HY(X,0%) — H*(X,Z) — H*(X,0x)...  (13)

La fleche
e HY(X,0%) — H*(X,7)

qui apparait ici est appelée la premiere classe de Chern. Elle est en fait topologique
au sens ou ¢1(L) ne dépend que du fibré vectoriel complexe de rang 1 topologique
sous-jacent. Cette classe peut s’interpréter comme la classe d’Euler du fibré réel de
rang 2 sous-jacent.

Remarque 4.9 Si X est compacte, toute fonction holomorphe sur X est constante
sur chaque composante connexe de X par le principe du maximum ([12], Théoréme
1.21). 11 en résulte que la suite exacte longue ci-dessus est injective sur le terme

HY(X, 7).

Remarque 4.10 La suite exacte exponentielle topologique, ot I'on remplace O%
par le faisceau des fonctions continues inversibles a valeurs dans C montre que toute
classe @ € H?(X,Z) est la premiere classe de Chern d’un fibré en droites com-
plexes topologique, unique & isomorphisme pres. En effet, les faisceaux de fonctions
continues étant fins, ils sont acycliques et donc on a

HY(X,C%) = H*(X,C%) =0,

ce qui garantit ’égalité
HY(X,C%) = H*(X,Z).

La suite exacte exponentielle holomorphe montre que « n’est la premiere classe de
Chern d’un fibré en droites holomorphe que si a s’annule dans H?(X, Ox).
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4.2 Théoréme de Dolbeault
4.2.1 Opérateurs 9, 0 sur les formes

Si X est une variété complexe, on peut décomposer les formes diférentielles de
degré 1 a valeurs complexes sur X en formes de type (1,0) et formes de type (0, 1).
Dans des cartes locales holomorphes X 2 U = C", le fibré tangent de X est identifié
a celui de C™, c’est-a-dire au fibré constant de fibre C™, qui admet une structure
d’espace vectoriel complexe. Comme les difféomorphismes de changement de carte
sont holomorphes, leurs différentielles sont C-linéaires, ce qui revient a dire que la
structure complexe sur T définie dans chaque carte ne dépend pas du choix de la
carte. La structure complexe sur T'x ainsi définie est appelée la structure presque
complexe associée a la structure complexe de X.

Les formes de type (1,0) sont par définition les formes C-linéaires sur Tx, et les
formes de type (0, 1) sont par définition les formes C-antilinéaires sur T’x, relative-
ment a cette structure complexe sur T'x. On a donc une décomposition

Qxc =0 ol (14)

qui induit une décomposition similaire des fibrés de formes différentielles complexes
de tout degré :

k
A\ Qxc = @pigr Y, (15)

x 4 1,0 0,1
ot QBT := A\PQy @ ANTQy .
Ces décompositions sont de classe C'°°. On notera APY le faisceau des sections
de classe C™ de QLY.
La décomposition (14) fournit une décomposition

da = Oa + 0o, a € C*,

ot Oa est la projection de da sur A0 et da est la projection de da sur A%
En fait, en prenant des cartes holomorphes sur X, on obtient plus généralement :

Lemme 4.11 Si o € AP4(U), da est la somme d’une forme de type (p + 1,q) et
d’une forme de type (p,q+ 1) définies sur U, qu’on notera respectivement o et Ocv.

Démonstration. Comme noté plus haut, on peut supposer que U est un ouvert de
C". Les formes différentielles de type (1,0) et de classe C*¥ sur U sont engendrées
sur C*(U,C) par les dz;, 1 < i < n et les formes différentielles de type (0,1) et de
classe C* sur U sont engendrées sur C*(U, C) par les dz;, 1 < i < n.

Une forme o de type p,q et de classe C*, k > 1 sur U s’écrit donc comme une
combinaison :

o= ZO[[’JdZ[ ANdzj,
1,0

ou I C {1,...,n} est un sous-ensemble de cardinal p, J C {1,...,n} est un sous-
ensemble de cardinal g,

dzr = Nerdz;, dzj = Njegdz;,
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(ici on considere 'ordre naturel sur I pour définir les produits extérieurs), et les ay ;s
sont des fonctions de classe C* & valeurs complexes.

On applique alors la régle de Leibniz et le fait que les dzy et dzZ; sont des formes
différentielles complexes fermées, ce qui donne

da = Zda],‘] Ndzy Ndz .
1.7

Comme day, j est la somme d’une forme de type (1,0) et d’une forme de type (0, 1),
le résultat suit. [ ]

Les opérateurs O et 0 définis sur les formes satisfont la reégle de Leibniz au sens
suivant : Si f est une fonction différentiable définie sur un ouvert U C X d’une
variété complexe, et « est une forme différentielle sur U, on a

I(fa) =0f Na+ foa, d(fa) = df Aa+ foa. (16)
De plus ils satisfont
000=-000,000=0,000=0. (17)

En effet, il suffit de montrer (16) sur les formes de type donné, disons (p, q). Ceci
résulte alors de la formule de Leibniz pour 'opérateur d, et des décompositions en
types de d(f«) et de df et da.

Les formules (17) se montrent de méme sur les formes de type (p,q). Elles
résultent alors de la décomposition en types de da et de d(da), avec d = 0 + 0,
et de dod=0. [

4.2.2 Opérateur 0 d’un fibré vectoriel holomorphe

Soit F un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur X, de faisceau de sections
holomorphes . Notons A%4(E) le faisceau des (0, q)-formes de classe C* & valeurs
dans F :

AY(E) .= A% ®oy €.

Dans une trivialisation holomorphe locale de E, on a £ = O%, et donc toute (0, ¢)-
forme « s’écrit dans cette trivialisation (av, ..., a,), ou les a; sont des (0, ¢)-formes
définies sur le méme ouvert. Posons

gEOé = (50[1, e ,5047«).

On vérifie, du fait que les matrices de transition sont holomorphes et donc annulées
par d et & l'aide de la régle de Leibniz (16) que la section ainsi obtenue de A% (E)
sur I'ouvert considéré ne dépend pas du choix de la trivialisation. On a donc défini
I'opérateur de Dolbeault dr de E, qui satisfait la régle de Leibniz par rapport &
I'opérateur O agissant sur les fonctions. Le calcul local et le cas de l'opérateur 0
agissant sur les formes (cf (17)) montrent qu’on a dg o dg = 0.
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4.2.3 La résolution de Dolbeault
Théoréme 4.12 (Dolbeault) Le compleze de Dolbeault

0— C®(E) & ANE) - ... - AE) — 0, (18)
oun =dim X est une résolution de &.

Démonstration. C’est un énoncé local et par définition de J, il suffit de vérifier
le résultat pour O agissant sur A%9. Il faut prouver que les fonctions annulées par
0 sont exactement les fonctions holomorphes, ce qui résulte de la définition de 0, et
qu'une forme de bidegré (0, q), ¢ > 0 qui est O-fermée est localement J-exacte. Pour
le premier énoncé, cela résulte de la définition des fonctions holomorphes (cf section
4.1.2).

Pour le second énoncé, on utilisera le théoreme 4.5. Soit a = ) ; ajdz; une
forme de type (0,¢q), ¢ > 0 qui est O-fermée. On va raisonner par récurrence sur le
plus grand indice k apparaissant dans un monéme dz; tel que oy # 0. Clairement
k>gq. Sik=gq,ona

a= fdzi1 N...\Ndzg,

et la condition @ = 0 montre que f est holomorphe en les variables z;, j > q. Par le
théoreme 4.5, il existe donc localement une fonction g holomorphe en les variables

zj, J > q, telle que
9y

Tzq:fa

Il est alors immédiat que
a=20(gdz1 A... NdZ41).
Supposons maintenant £ > ¢g. Notre forme « s’écrit
a=p+dz, NG,

ou le plus grand indice apparaissant effectivement dans (3 et B est < k—1. La
condition da = 0 s’écrit :

0B —dzi, NS = 0.
Ceci entraine clairement que les coefficients f; de 3/, J C {1,...,k — 1} sont holo-
morphes en les variables z;, [ > k. Ecrivons

_9
_ﬁfk

I 97,

ou gy est holomorphe en les variables z;, [ > k. Alors

9> gsdz;=dz NG + B,
7

ou seuls les indices j < k apparaissent effectivement dans 3”. On en déduit que
a = 0v+ a/, ot seuls les indices d’ordre < k apparaissent dans «’.
|
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Corollaire 4.13 Les groupes de cohomologie Hi({(,g) peuvent se calculer comme
les groupes de cohomologie du complexe (A%(E),(‘)E), ot Ag&q(E) est l’espace des
sections globales du faisceau A% (E).

En effet la résolution de Dolbeault (18) est une résolution par des faisceaux de
C®°-modules, qui sont fins donc acycliques. [

4.3 Meétriques hermitiennes, formes de Chern et classes de Chern

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété complexe X. Soit A une
métrique hermitienne sur L. Dans une trivialisation holomorphe locale L 2 U x C
donnée par une section s non nulle de L, h est donnée par une fonction différentiable
¢ réelle et strictement positive sur U : pour tout (z,l) € L, avec | = as,, on pose
h(l) =| a |?* ¢(z). D’apres cette formule, la fonction ¢ est simplement donnée par

o=|sl.

On supposera désormais que h est de classe C'*°, c’est-a-dire que dans des triviali-
sations holomorphes locales, les fonctions ¢ correspondantes sont de classe C*°.

Une autre section trivialisante s’ se déduit de s par la régle s’ = gs, ou g est
holomorphe non nulle. On a donc

|5 [i=97 |17 -
Comme 99log gg = 0, on déduit de ceci que la forme de type (1,1)

1 _
= —90l 2
WL h S og | S |h

ne dépend pas du choix de s. Cette forme est donc globalement définie. C’est une
forme réelle de type (1,1) et fermée sur X. Cette forme est appelée la forme de
Chern de L associée a la métrique h. Son lien avec la classe de Chern de L est le
suivant :

Théoréme 4.14 La classe [w] € H?(X,R) de cohomologie de de Rham de la forme
wr,n est égale a la premiere classe de Chern réelle de L, c’est-a-dire [image dans
H?(X,R) de c1(L) € H*(X,Z).

Démonstration. Soit U = (U;);er un recouvrement de X par des ouverts sur
lesquels L est trivialisé par des sections holomorphes partout non nulles ;. Alors
on a

1 —

vah|Ui = ﬂaalog hi, hl‘ = h(az)
Donc on a aussi )

wi = wrnyy, = dbi, B = 5 —0loghs
et 1

Bi— B = ma(log h; —log h;)

sur U; NU;. Rappelant que o; = g;;0; sur U;;, ol les g;; sont holomorphes inversibles
et peuvent, quitte a raffiner le recouvrement, étre supposées de la forme exp 2.7 f;;,

on a aussi h; = |gij|*h; et

Bi — B = —dfi;.
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Finalement on a g;jg;xgki = 1 sur Uyji et donc fi; + fjr + fui € Z sur Usj, (on
suppose U;j;, connexe).

En considérant maintenant la résolution du faisceau C par le complexe simple
(K®, D) associé au complexe double

KPt = CIU,AL),Dy =d, Dy=3,

ot § est la différentielle de Cech, et D = d + (—=1)P4, on montre d’abord que la
classe [wr, 1] € H?(X,R) admet pour représentant en cohomologie de Cech le cocycle
aijk = fij + fix + fri €Z CR.

En effet, si (K*®, D) est le complexe des sections globales du complexe de faisceaux
KC, on a, du fait que (K, D) est une résolution du faisceau C, une application naturelle
H*(K*) — H*(X,C), et d’autre part les complexes de de Rham de X et de Cech
de X associé au recouvrement U = (U;) sont de fagon naturelle des sous-complexes
de K*, tels que les applications composées

Hpp(X) — HY(K®) — H*(X,©),
H*U,C) — H*(K*) — H*(X,C)
soient les isomorphismes naturels. Or les égalités écrites plus haut se traduisent par
(wi) = D(B;) = 6(8:), 6(8;) + D(fi) = 6(fij) = 6(fij)

dans K°, la derniere égalité résultant du fait que a;j, = 5(71]) est un cocycle a
coefficients réels (en fait entiers). Donc w = (w;) est cohomologue dans K*® & (a;ji).

D’autre part 1’élément de H'(X, 0% ) correspondant a L est décrit par le cocycle
de Cech gij € (’)aj, et son image dans H?(X,Z) est précisément obtenue en relevant

gij dans Oy, et en appliquant ﬁé , ol ¢ est la différentielle de Cech, & la cochaine

log g;; ainsi obtenue. Donc cet élément est également représenté en cohomologie de
Cech par (a;ji). |

4.4 Variétés kahlériennes
4.4.1 Géométrie hermitienne

Sur un espace vectoriel complexe V', une forme sesquilinéaire hermitienne h se
décompose en ses parties réelle et imaginaire (qui sont des formes bilinéaires réelles)

h=g—iw,

ou g est une forme bilinéaire symétrique et w est une forme bilinéaire alternée. En
effet, on a

h(v,u) = h(u,v) (19)
h(v,u) = g(v,u) — w(v,u), h(u,v) = g(u,v) — tw(u,v). (20)
Il vient donc d’apres (19) et (20) :

h(v,u) = g(u,v) + w(u,v) = g(v,u) — w(v,u)
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et donc :
g(v,u) = g(u,v), w(v,u) = —w(u,v).

De plus w est de type (1, 1) pour la structure complexe de V.

Ici la notion de forme multilinéaire alternée complexe de type (p,q) sur V est
la suivante (cf section précédente) : 'espace V* @ C des formes R-linéaires sur V' a
valeurs dans C sur V se décompose comme la somme directe V*10 @ V0.1 oy 1*10
est 'espace des formes C-linéaires sur V et V*%! est son conjugué complexe, I'espace
des formes C-antilinéaires sur V' . Alors les formes de type (p, q) sont par définition
les combinaisons linéaires a coefficients complexes des a1 A ... Aap ABr A ... A By,
ol a; € V*h0 et Bj € V*0.1 On voit immédiatement que le fait que w soit de type
(1,1) équivaut au fait que w(lu, Iv) = w(u,v).

Lemme 4.15 La correspondance h — w est une bijection entre formes bilinéaires
hermitiennes et 2- formes réelles de type (1,1) sur V.

Démonstration. Soit I 'opérateur de structure complexe sur V. On sait que
w(u,v) = w(lu, Iv). (21)

On pose g(u,v) = w(u, Iv). La propriété (21) et le fait que w soit alternée montrent
que g est symétrique. Soit h = g — ww. h est hermitienne bilinéaire car

h(u, Iv) = g(u, Iv) —iw(u, Iv) = w(u,v) + ig(u,v) = ih(u,v),
et les propriétés de symétrie (resp. antisymétrie) de g, (resp. w) montrent que

h(v,u) = h(u,v). On vérifie que les applications h — w et w +— h sont inverses
I'une de ’'autre. [

Il résulte de ce lemme que la notion de (semi)-positivité pour les formes bilinéaires
hermitiennes fournit la notion correspondante de (semi)-positivité pour les formes
réelles de type (1,1).

Définition 4.16 On dira qu’une forme réelle de type (1,1) sur V est positive si la
forme hermitienne correspondante [’est.

4.4.2 Meétriques kahlériennes

Sur une variété complexe X, I'espace tangent en chaque point Tx , est muni
d’une structure complexe qui varie de fagon C'*° avec x et la correspondance ci-
dessus induit une correspondance bijective entre formes hermitiennes bilinéaires de
classe C* sur T, et 2-formes réelles de type (1,1) sur X. En particulier, si h est
une métrique hermitienne de classe C*° sur Ty, on peut écrire

h=g—iw,

ol g est une métrique riemannienne (compatible avec la structure presque-complexe
car g(Iu, Iv) = g(u,v)), et w est une (1, 1)-forme définie positive.

Définition 4.17 La métrique h est dite kahlérienne si de plus la 2-forme w est
fermée.
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La classe de cohomologie de de Rham [w] € H?(X,R) de la 2-forme fermée w est
appelée la classe de Kéahler de la métrique de Kéhler déterminée par w.

Exemple 4.18 La métrique de Fubini-Study sur CP™. Cette métrique est construite
de la facon suivante. Rappelons l'existence du fibré en droites holomorphe Opn (1)
sur CP". Ce fibré est dual du sous-fibré tautologique S ¢ C*"*! @ Opn dont la fibre
en un point x de P" est la droite L =< 2 > de C"*!. Considérons la métrique
hermitienne H standard sur C*™'; on en déduit par restriction & S une métrique
h sur S, et par passage au dual, une métrique h* sur Opn(1). La forme de Kéhler
de la métrique de Fubini-Study est la forme de Chern du fibré Opn(1) muni de
la métrique h*. C’est aussi I'opposé de la forme de Chern du fibré & muni de la
métrique h. Sur I'ouvert U; ou X; est différent de 0, on a une section évidente s; non
nulle de S € C**! donnée au point = de coordonnées homogenes (zo, ..., ,) par
si(z) = (zo/xiy ..., xn/x;). Posant z; = xo/z;, qui sont les coordonnées naturelles
sur I'ouvert affine U;, on trouve que h(s;) = H(s;) =1+, | z; |* et donc la forme
de Chern cherchée est donnée dans les coordonnées affines z; par

_‘t93 P
Wps = %88log(1+z | zi ).

Exercice 4.19 Montrer que c’est une forme positive. (Indication : Il suffit par un
argument d’homogénéité de montrer le résultat en un seul point).

Remarque 4.20 D’apres le théoreme 4.14, la classe de Kahler de la forme wpg est
une classe entiere

[wrs] € H?(CP",Z) C H*(CP",R).

4.4.3 Caractérisation locale

La proposition suivante est extrémement utile, en particulier pour la preuve des
identités kdhlériennes (section 5.5).

Proposition 4.21 Soit X une variété complexe de dimension n, et soit h une
métrique kdahlérienne sur X. Alors au voisinage de chaque point x de X, il existe
des coordonnées holomorphes z1,...,z, centrées en x telles que la matrice h;; =
h(a%i, %) de h dans ces coordonnées soit égale a I, + O(>; |2i]?).

Démonstration. Prenons des coordonnées holomorphes z1,..., 2z, centrées en
z. On peut bien siir, quitte a faire un changement linéaire de coordonnées, supposer
o)

que la matrice de h dans la base z7- est égale a I, au point = ol les coordonnées
T
s’annulent. On a donc

h = ZdZidEi + ZGideidEj + O(|Z|2)7
7 7

ou la matrice €;; est une matrice hermitienne dont les coefficients sont des formes
linéaires en les z;,Z;. Ecrivons

hol antihol
€ij = € +€;

66



(décomposition en parties C-linéaire et antilinéaire). Remarquons qu’on a évidemment

antihol _ W (22)

€ij — ji

puisque €;; est hermitienne. La forme w s’écrit au premier ordre au voisinage de x

L .
w= 5(2 dz; N dz; + Z 6?;’le¢ NdZ; + Z G%n“h"ldzi Adz;) + O(|2]?).
1 4,7

12
Le fait que w soit fermée au point = entraine que la forme

ij

Z EhOlei A CFZJ'
1,7

est 0-fermée au point x, et donc en fait partout puisque c’est une forme a coefficients

linéaires. On a donc
8€hol aehql

i _ T ky
8zk N 622 '
Cela entraine qu’il existe des fonctions holomorphes ¢;(z1,..., z,), que 'on peut
supposer nulles en 0, telles que
hol _ 09,
CE 821 ’

Posons 2z, = z + ¢;(z). Comme ¢; est nulle & Pordre 1 en 0, les 2] fournissent, quitte
a restreindre le voisinage considéré, des coordonnées centrées en x. Il reste a voir
que la métrique h est constante au premier ordre dans ces coordonnées. Mais on a

dzj =dz + Y
k

09 0
92 dz, = dz; + zk: eroldz,.
Il vient donc
STdzindz =Y dm Adzi+ Y (ffdz Adz + ldz A dE) + O(|2)
i i ik
= Z dz; N dz; + Z erldzk Adz; + e%tihaldzi A dz + O(|z%)
i ik
= Zdzi NdzZ; + Z exidzr A dz; + O(|2]?).

ik

Or ceci est égal & 2w + O(|z[%). On a donc
w = ; S dzj ndz+ O(12)
i

et la formule analogue pour h. La proposition 4.21 est donc montrée. [
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5 Théorie de Hodge et théoremes d’annulation

5.1 Métrique L>

Soit X une variété différentiable compacte, munie d’une métrique g. On a alors
une métrique (, ) sur chaque fibré vectoriel Ql)“(R :sieq,...,e, est une base ortho-
normée pour (T'x s, gz) et e est la base duale,7les e;, N+ Aej forment une base
orthonormée pour la métrique (, ), sur Q’)“( o

Supposons maintenant que X est orientée et compacte, et soit Vol la forme
volume de X relative & g. La métrique L? sur I'espace A*(X) des formes différentielles
sur X est définie par

(0, 3) g2 = /X (a, B)Vol, (23)

ou (a, ) est la fonction (continue des que «a, [ et g le sont) x — (a, Bz)s sur X.

Opérateur de Hodge. Soit n = dimX. Pour chaque z € X, on a un isomorphisme
naturel, donné par le produit extérieur a droite

n—k k n
b: /\ QX,x = Hom(/\ QX,xa /\QX,x)a

o A" Qx . est un espace vectoriel de dimension 1. Lorsque Qx , est muni d’une
métrique et est orienté, A" Qx , est canoniquement isomorphe & R, grace & la forme
volume. D’autre part la métrique (, ), fournit aussi un isomorphisme

k k
m: /\QX@ = Hom(/\Qx,x,R).

On peut donc définir 'opérateur

k n—k
-1 ~
*¥g =P Om:/\QX,a::/\QX,x

qui varie différentiablement avec = lorsque ¢ est différentiable et qui est de méme
classe que g.

Définition 5.1 On notera * l’isomorphisme de fibrés vectoriels
O 2 QY

ainsi construit. On notera également *x le morphisme induit au niveau des sections,
c’est-a-dire des formes différentielles

«: AF(X) = AVF(X).

L’opérateur x est appelé opérateur de Hodge. Sa propriété essentielle (qui résulte
de sa définition) est la suivante :

Lemme 5.2 On a pour a, 3 € A¥(X) I’égalité des n-formes
(a, B)Vol = a A *[3,

et donc

(o, B) 2 :/on/\*ﬁ.
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On peut faire la méme construction avec 'opérateur O d’un fibré vectoriel E
holomorphe sur une variété complexe X. Supposons que E et X sont munis d’une
métrique hermitienne. Alors chaque fibré vectoriel Q57 ® E est muni d’une métrique
hermitienne. Or Q" = Qg&c est trivialisé par la forme volume Vol. Donc Qggq ®F
et Q?én_q ® E* sont naturellement duaux comme fibrés vectoriels complexes. D’autre
part, on a un isomorphisme C-antilinéaire donné par la métrique hermitienne

0 ®E — (0% @ E)*.
On en déduit un isomorphisme antilinéaire
X Qg&q QE— QY"1 E".

Remarque 5.3 Le fibré Q¢" 7 @ E* est bien siir isomorphe & Qg&n_q ® Q;L(’O ® E*.
Le fibré Q&’O =A\" Q;O est un fibré vectoriel holomorphe de rang 1, appelé le fibré
canonique de X et noté Kx.

5.2 Adjoints formels et Laplaciens

Opérateurs adjoints formels. Soit A¥(X) 'espace des formes de classe C™ sur
une variété X munie d’une métrique de classe C°. Lorsque X est orientée, on peut
définir un opérateur

d*: AF(X) = AFL(X)

par la formule d* = (—1)¥ x =1 d* sur A*(X). Cet opérateur est I’adjoint formel de d
pour la métrique L? sur les formes au sens suivant : supposant que X est compacte,
ou sinon considérant seulement des intégrales de formes & support compact, on a :

Lemme 5.4 L’opérateur d* satisfait la relation formelle d’adjonction

(o, d"B) 2 = (dev, B) 2 (24)
pour toutes formes (3 de degré k et a de degré k — 1 sur X.

C’est une conséquence immédiate de la formule de Stokes. En effet, on a par
définition de d*

(0, d"f) 2 = /X (—1)Fa A d(B),

ce qui par la formule de Stokes est aussi égal a fX da N *8 = (da, B) 2. [

Adjoints des opérateurs 0. Si X est une variété complexe, on a les opérateurs
0 et O définis sur les formes différentielles complexes, qui satisfont la relation d =
0+ 0. On dispose aussi de la métrique hermitienne L? sur les formes différentielles &
valeurs complexes, et de 'opérateur * étendu de fagon C-linéaire aux formes a valeurs
complexes. L’opérateur * satisfait alors pour les métriques hermitiennes ponctuelles
la relation
(o, B)Vol = a A 3,

et il envoie donc AY? sur A, ""P. On montre alors avec le méme argument que
pour le lemme 5.4 :
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Lemme 5.5 Les opérateurs 0" = — %0k et 0 = —x0x* sont des adjoints formels
de O et O respectivement, pour la métrique hermitienne L? sur les formes complexes.

On peut de méme définir un opérateur adjoint de g pour un fibré vectoriel
holomorphe £ muni d’une métrique hermitienne sur une variété complexe munie
d’une métrique hermitienne :

Si X est compacte, soit (, )72 la métrique hermitienne sur Pespace A%4(E) des
formes différentielles de type (0, q), définie par

(o, B) 2 Z/X(Oz,ﬂ)Vol.

On a clairement, pour « € X et ay, B, € Qg(:qw ® E,

(am ﬁx)xVOZ = oy A *pfs,

ou dans le terme de droite, on fait le produit extérieur sur les formes et on utilise la
contraction entre E et Kxy ® E*, a valeurs dans Kx. Il en résulte immédiatement
que, pour a, 3 € A%(E), on a

(v, B) 2 Z/ a N xgp.
X
Considérons maintenant ’opérateur
g : A%(E) — A%~ Y(E)

défini par 0 = (—1)4 *;11 00k e+ ©*p. On a:
Lemme 5.6 L’opérateur B*E est ladjoint formel de Of.

Démonstration. On veut montrer que

(O, B)12 = (=1)" (o, 55" 0 Ok xwmr © *£0) 12,

c’est-a-dire
/ Opa A xgf = (—1)doﬁ/ aAx*g *;31 Ok yoE *E B (25)
X X
Mais on a [ d(a A*gB) =0 et

5(0& N*xpf) = Opa A *p0 + (_1)d°aa /\EKX(@E* *xp 0.

Il vient donc
/ 5Ea A *E,B = —/ (_1)d°aa /\5KX®E* *g ,3
X b'e
L’égalité (25) résulte donc du fait que d°a+ 1 = d°f. |

Remarque 5.7 On peut en particulier prendre pour fibré E l'un des fibrés holo-
morphes Q’;( muni de sa métrique hermitienne induite. Les opérateurs Op et E*E ne
coincident alors avec les opérateurs 0, 8", restreints auzs formes de type (p,q), qu’a
un coefficient prés. Par exemple, a cause de la régle de Leibniz, on a Op = (—1)P0
sur AP9(X) = A%(QL.). D’autre part, on a 9 = (—1)]%5;3, le coefficient 2 prove-
nant de la différence des métriques utilisées.
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5.2.1 Laplaciens

Pour une variété riemannienne M, on note A l'opérateur dd* + d*d qui agit pour
chaque k sur les formes différentielles de classe C™° et de degré k. Cet opérateur est
appelé le laplacien associé a d.

Pour une variété complexe X munie d’une métrique hermitienne, on notera Ay
et Ag les laplaciens associés aux opérateurs 0 et 0 respectivement, c’est-a-dire

Np=09"+0'9, Ag=09 +00.

De méme, si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X, E et X étant munis de
métriques hermitiennes, on note Ag le laplacien associé a l'opérateur dg, Ag =
Opdy + 0pop.

Lemme 5.8 Si X est compacte, on a ’égalité
(a, A) 2 = (day,da) 2 + (dF o, d*a) g2
et les égalités semblables pour les autres laplaciens introduits ci-dessus.

En effet, on a
(a, A) 2 = (o, dd*a) 2 + (a, d"dv) 12

et ceci est égal a (da, da)r2 + (d*a, d*«) 2 par la propriété d’adjonction (24). |

Corollaire 5.9 Sur une variété compacte, on a Ker A = Kerd N Kerd* et les
égalités semblables pour les trois autres laplaciens.

En effet, si Ao = 0 on a (a,Aa)r2 = (da,da)r2 + (d*a,d*a) 2 = 0, et donc
(da,da)r2 = 0, (d*o,d*a)r2 = 0. Donc da = 0, d*a = 0. L’autre inclusion est
triviale. ]

Définition 5.10 Une forme harmonique (ou A-harmonique) est une forme annulée
par le laplacien A, (ou de fagon équivalente dans le cas compact qui est annulée par
d et d*). On peut définir de méme les formes Ag-harmoniques ou les (0, q)-formes
Ag-harmoniques a coefficients dans E.

5.3 Opérateurs elliptiques et théoreme de Hodge

5.3.1 Symboles des opérateurs différentiels

Soient E et F' deux fibrés vectoriels (réels ou complexes) de classe C'*° sur une
variété M. Soit
P :C>®(E)— C™(F)

un morphisme de faisceaux (R ou C)-linéaire.

Définition 5.11 P est un opérateur différentiel d’ordre k si dans les ouverts U
munis de coordonnées x1,...,x, et de trivialisations

By =UxRP, Fy=UxRY,
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on a P((Oél,. . '1ap)) = (ﬁl?' . 'aﬁq) avec
-y da
Bz — — PI,?,,ja:BIa

ou les coefficients Pr;; sont de classe C*°, nuls pour | I |> k avec au moins un
coefficient Py ; ; non nul pour | I |= k.

On vérifie aisément que cette condition ne dépend pas du choix de coordonnées
et de trivialisations.
Soit P un opérateur différentiel d’ordre k, et dans chaque ouvert U comme ci-
dessus, définissons la matrice Pj]‘; a coeflicients dans ’espace des opérateurs différentiels
0
Pi=> Prijs—
¥ ) 81‘[

par
|T|=Fk

On voit facilement, en appliquant la regle de dérivation des fonctions composées
et la regle de Leibniz que par un changement de coordonnées, les coefficients de la
matrice P* se transforment comme les sections de la k-iéme puissance symétrique
du fibré tangent Ty leur correspondant par

0 0 0

81‘[ 81‘i1 63:%

De méme, par un changement de trivialisation des fibrés E et F', la matrice PZ’; se
transforme comme une section de Hom (E, F). Dans les deux cas, le point est que
tous les termes (opérateurs différentiels) apparaissant dans la nouvelle expression de
P lors d’'un changement de coordonnées ou de trivialisations, faisant intervenir les
dérivées de la matrice jacobienne ou les dérivées de la matrice de changement de

base, sont d’ordre inférieur a k.

Définition 5.12 La section op de Hom (E,F) ® S*Tx donnée par les Py, dans les
ouverts d’une trivialisation est appelée le symbole de l'opérateur P.

On peut voir aussi op comme fournissant en chaque point m € M une application
opm homogene de degré k de Qs dans Hom (Ey,, Fp,).

Définition 5.13 On dit qu’un opérateur différentiel est elliptique si pour tout m €
M et oy, # 0 dans Qpgm, Uhomomorphisme op () @ Ey, — Fyy, est injectif.

5.3.2 Symbole du laplacien

Soit (M, g) une variété riemannienne et soit A = dd* + d*d le laplacien associé a
g, agissant sur les formes différentielles. C’est évidemment un opérateur différentiel
d’ordre 2, car d et d* sont des opérateurs différentiels d’ordre 1. On a :

Lemme 5.14 Le symbole oa du laplacien est décrit par

aala)w)=—law. (26)
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Ici, | a |? est la fonction sur M qui vaut | oy |?:= (s, 0 )z au point .

Démonstration. Il suffit de le montrer localement. D’autre part, si m € M,
lopérateur différentiel d* = + * d* est la somme d’un opérateur différentiel d’ordre
0, qui fait intervenir les dérivées de la métrique, et d’un opérateur d’ordre 1, qui ne
fait intervenir la métrique qu’a 'ordre 0. Il en résulte immédiatement que les termes
d’ordre 2 dans ’expression du laplacien ne dépendent de la métrique qu’a ’ordre 0.
Donc il suffit de montrer (26) pour la métrique constante.

Pour la métrique a coefficients constants, les formes xdx; sont a coefficients
constants et donc annulées par d. Soit alors w = ) ; fidxs une forme différentielle;
onalAw=(-1)(d*td*—+1d*dw, ¢=dw. Or

dw = af dz; Ndxy, *dw = Z 8 « (dz; A\ dxy)
et donc
s« td x dw = Z O fi « 1 (day A *(dx; A dxp))

De méme, on trouve

2
ldxw= kz: angik dzy, A x 1 (dx; A *dzy).

Il vient donc

Agw = (—1)9( (¢~ Y(day A *(dzi A dap)) — dag, A~ 1(da; A xday))).

Supposons que la métrique soit la métrique standard ), d:v?. On vérifie immédiatement
que *~!(dx; Adxy) est égal & (— )q“Int( -)(dz), ot le produit intérieur Int(u)(c)
pour u un vecteur tangent et o une k- forme différentielle est la k — 1-forme définie
par

Int(u)(a)(vi, ..., vk—1) = a(u,v1, ..., Vp_1).

Or le produit intérieur par % anticommute avec le produit extérieur par dzxy, lorsque

i # k, tandis que, pour k =4, on a

) o (da:z/\) + (dl"ﬂ\) o Int( 7

0
Int( oz,

8%1‘

) = Id.

On en déduit immédiatement que, pour la métrique standard,

i %
ce qui montre (26) puisque — Zi(%)Q € S?Tyrm est exactement 1’application ho-
mogene de degré deux o +— — | o |? sur Qpzm. |

On a des résultats semblables pour les laplaciens Ay, Az, Ag introduits ci-dessus.
Par exemple on a :
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Lemme 5.15 Les symboles de Ay et Az sont égaux a
-1 )
§—— &7 1d
2
agissant sur Q’)“( Le symbole de Ag est égal a
E—— g’ Id
agissant sur Q%9 ® E.

Corollaire 5.16 Les laplaciens A, Ay, Ay, Ap sont des opérateurs elliptiques.

5.4 Le théoréme fondamental.

Soient M une variété, E, un fibré de classe C*° sur M et
P :C*(E)— C>®(FE)

un opérateur différentiel. Supposons que E est muni d’une métrique et que M est
compacte orientée munie d’une forme volume Vol. On dispose alors de la métrique
L? sur l'espace des sections C*° (M, E). On dira que P est autoadjoint s’il satisfait :

(o, PB)12 = (P, B) 2, Yoo € C®(M,F), € C*(M,FE), (27)

ott la métrique L? est définie comme en (23).
Le théoreme essentiel concernant les opérateurs différentiels elliptiques autoad-
joints, et que nous utiliserons sans démonstration est le suivant :

Théoréme 5.17 (Hodge) Soit P : C*(E) — C*®(E) un opérateur différentiel ellip-
tique autoadjoint sur une variété compacte orientée M. Alors Ker P C C*°(M, E)
est de dimension finie, Im P := P(C®(M,E)) C C®(M,E) est fermé et de codi-
mension finie, et l'on a une décomposition en somme directe orthogonale (pour la
métrique L?)

C*®(M,E)= Ker P& ImP.

Notons que certainement par la propriété d’autoadjonction (27), Ker P et I'm P
sont orthogonaux relativement & la métrique L?. En dimension finie, la décomposition
en somme directe orthogonale ci-dessus est évidente. Mais les espaces de sections
considérés ici ne sont pas de dimension finie. Ce ne sont méme pas des espaces
de Hilbert pour la métrique L?. La principale étape dans la démonstration de ce
théoreme consiste a montrer qu'une égalité au sens des distributions Pa = 3, avec
8 de classe C°°, entraine que « est de classe C°.

5.4.1 Formes harmoniques et cohomologie.

Une premiere conséquence du théoreme 5.17 est la suivante : Supposons que
(X, g) est une variété riemannienne orientée.

Théoreme 5.18 Soit H* I’espace vectoriel des formes différentielles A-harmoniques
de degré k. Alors l'application naturelle

H* — H*(X,R) (28)
qui a la forme harmonique o associe la classe de la forme fermée a dans H*(X,R)

est un isomorphisme.
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Démonstration. L’opérateur A est autoadjoint et elliptique. Donc le théoreme
5.17 fournit la décomposition

AFX) = HF @ A(AF(X).

Soit 3 € A¥(X) une forme fermée et écrivons 3 = o + Ay avec a harmonique. On a
donc B = a + dd*vy + d*dvy. Comme (3, a et dd*vy sont fermées, on en déduit que la
forme d*d~y est a la fois annulée par d et dans I'image de d*. Donc elle est nulle et
B = a modulo une forme exacte. La fleche (28) est donc surjective.

D’autre part soit 8 une forme harmonique, et supposons que 3 soit exacte. Alors
[ est a la fois annulée par d* (d’apres le corollaire 5.9) et dans 'image de d. Donc 3
est nulle. La fleche (28) est donc injective. |

En utilisant la cohomologie de Dolbeault d’un fibré vectoriel holomorphe E sur
une variété complexe X, on a le résultat analogue pour les groupes de cohomologie
H1(X,E) a valeurs dans le faisceau £ des sections holomorphes de F, que l'on a
identifiés dans le corollaire 4.13 aux groupes

Ker (0 : A%(E) — A%H1(E))
Im (9 : A%—1(E) — A%(E))

Théoreme 5.19 Soit E un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur une variété
complexe compacte X munie d’une métrique hermitienne. Alors si H*4(E) est l’es-
pace des formes harmoniques, c’est-a-dire annulées par A, de type (0,q) a coeffi-
cients dans E, Uapplication naturelle

HOU(E) — HY(X,E)

qui a une forme harmonique « associe la classe de la forme O-fermée «, est un
isomorphisme.

5.5 Identités kahlériennes

Soit X une variété complexe munie d’une métrique kahlérienne de forme de
Kéhler w. On dispose alors de deux opérateurs différentiels d’ordre 0, (c’est-a-dire
C-linéaires) agissant sur les formes différentielles sur X.

L’opérateur L. C’est tout simplement I'opérateur de cup-produit par la forme de
Kahler w :
La=wAa.

Lopérateur A. C’est I'opérateur adjoint formel de L relativement & la métrique
L? sur les formes. Comme on a :

(a,ﬁ)Lzz/Xa/\*ﬂ,
on obtient
(La,ﬁ):/Xw/\a/\*ﬁ:/Xa/\w/\*ﬁ:(a,Aﬁ)Lz,

ou AB:=%"1toLox.
Identités kahlériennes.
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Proposition 5.20 On a les identités :

[A, 0] = —id*, [A,0] =iD". (29)
Démonstration. Rappelons que par le lemme 5.5, on a 0* = —xo0dox*. La premiere
égalité se résume donc a
[A, 0] =ix*o0dox*.

Notons aussi que grace a la caractérisation des métriques kahlériennes données dans
la proposition 4.21, on peut supposer que la métrique est en fait la métrique her-
mitienne standard sur C". En effet, les opérateurs L et A étant d’ordre 0, et les
opérateurs O et 0 étant d’ordre 1, les coeflicients de la métrique n’apparaissent dans
les crochets ci-dessus qu’a travers leurs dérivées du premier ordre. Or on a vu qu’au
premier ordre la métrique est la métrique standard dans des coordonnées adéquates.
On note également que sur C™ muni de sa métrique standard, tous les opérateurs
entrant dans les identités ci-dessus sont des opérateurs d’ordre 1 qui annulent les
formes & coefficients constants. Il suffit donc de montrer les égalités des symboles
des opérateurs d’ordre 1 entrant dans les identités (29).
Finalement le symbole de 0 : Agéq — .Agéq“ est I’application

Qe — Hom(Q8, Q40H)

ni—ntA.

En effet,

E(ijJdZ[ /\dfj) = Z 8(;2"‘] dz; Ndzy Ndzy
IJ i1,J '

de sorte que la section de Tx @ Hom (%9, Q%9%1) correspondante est égale & ZJ%)@
(dz;N). La preuve de la premiere identité résulte donc du lemme 5.21 ci-dessous, et
la seconde s’en déduit par conjugaison. [ ]

Lemme 5.21 (cf [12], Lemme 6.6) Soit n une section du fibré Qg&l. On a légalité
. : -1,
[A, (nA)] =i (nA)x € Hom(QKT, Q5 7).

5.5.1 Applications

On déduit des identités kdhlériennes le résultat suivant :

Théoréme 5.22 Sur une variété kihlérienne (X,w), les laplaciens A, Az, Ay sa-

tisfont les relations :
A =2A75 = 2A,.

Démonstration. On a
A=(0+48) (0 +d)+ (0 +8)(D+0).
Par la proposition 5.20 ceci est égal a

(0+0)(9* —i[A,0]) + (0" —i[A,0])(0+ 9)
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= 00" + 00" + i0OA — iOAD + 0*0 + 9*0 — iADD + iOAD.

En écrivant 0* = i[A, J] on obtient d’autre part
90 = —i0Ad = —90".

Donc
A = Ay +i0[A, ] +i[A, 9]0 = 2A,.

L’autre égalité se montre de méme. [

Corollaire 5.23 Sur une variété kihlérienne (X,w), le laplacien A est bihomogéne,
c’est-a-dire préserve la décomposition des formes en type :

A(API(X)) C API(X).
En effet, c’est le cas pour Ag.

Corollaire 5.24 Si une k-forme a = Zp+q:k aP? est A-harmonique, chacune de
ses composantes aP? est A-harmonique, et donc aussi Ag-harmonique.

Corollaire 5.25 Si X est kahlérienne et compacte, toute classe de cohomologie de
degré k admet une décomposition

o= Z P,

pta=k

ot a4 est une classe de cohomologie de type (p,q), c’est-a-dire est représentable
par une forme fermée de type (p,q).

En effet, par le théoreme 5.18, toute classe est représentable par une forme harmo-
nique, dont les composantes de type (p, q) sont aussi harmoniques, et en particulier
fermées. u

Rappelons que si X est compacte, par le théoreme 5.19, 'espace des formes de
type (p,q) Az-harmoniques s’identifie naturellement au groupe de cohomologie de
Dolbeault H?(X, Q%).

On va maintenant montrer I'unicité de la décomposition d’une classe de cohomo-
logie en somme de classes de type (p,q). Montrons tout d’abord le résultat suivant :

Proposition 5.26 Soit a une forme fermée de type (p,q). Alors o est aussi O-
fermée et le représentant harmonique pour A de sa classe de cohomologie est égal
au représentant harmonique pour Az de sa classe de cohomologie de Dolbeault, et
donc est de type (p,q).

Démonstration. Le premier énoncé est évident. D’autre part, soit 679 le représentant
harmonique de la classe de cohomologie de Dolbeault de o dans H?(X, Q%) :

o ="+ 0,

ou ¢ est de type (p,g—1). La forme a— 3P? est donc de type (p, q), d-fermée (puisque
(P4 Vest par 1’égalité des laplaciens), et d-exacte. Pour conclure que 8 = P4 il suffit
maintenant de savoir que la forme a — P79 est d-exacte. C’est le contenu du “lemme

00” (Proposition 5.29 ci-dessous). |
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Corollaire 5.27 La décomposition d’une classe de cohomologie en composantes de
type (p,q) est unique.

Démonstration. Supposons que Zp =k 077 est exacte, ou chaque a7 est fermée.
Alors le représentant harmonique de Zp gk 07 est nul. Or le représentant har-
monique v, 4 de chaque o? est de type (p,q) par la preuve de la proposition 5.26.
L’égalité Zp +q=k Tp,g = 0 entraine donc que chaque 7,4 est nul, c’est-a-dire que
chaque forme a7 est exacte. [

En conclusion, on a montré le théoreme de décomposition de Hodge.

Théoréme 5.28 Si X est compacte et kihlérienne, on a une décomposition cano-
nique
H*(X,C) = @py gt HPY(X),

ot HP1(X) est l'ensemble des classes de cohomologie de type (p,q), et est canoni-
quement isomorphe a H1(X,QF).

Le lemme 00.

Proposition 5.29 5i X est kahlérienne compacte, une forme 3 de type (p,q) fermée
et 0-exacte sur X s’écrit sous la forme 00V, ou ¢ est de type (p — 1,q — 1). En
particulier, 8 est d-exacte. On peut échanger dans cet énoncé les réoles de d et 0.

Démonstration. Ecrivons
f=0¢
avec ¢ € Ag{ﬁl. La forme ¢ admet maintenant la décomposition relativement au
laplacien Ay :
¢ =n+ 00"+ 0"y,

olt 1) est Ap-harmonique. Comme Ay = Az, on a On = 0 et on obtient donc
B = 000" u + 09* .
Rappelons maintenant ’identité kahlérienne
[A, 0] = AD — OA == —i0*.

Il en résulte que
—i00* = OND, —i0*d = —OND.

En d’autres termes, 0* et 0 anticommutent, et on conclut que
B = 000* 1 — 0* 0.

Or 3 et 000* 1w sont O-fermées, tandis que 0*00u est dans I'image de 0*. Il en résulte
que 0*00u = 0, et que _
B = 000" .
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5.6 Théorémes d’annulation

Connezion de Chern. On utilisera dans cette section un outil précieux, la connexion
de Chern, qui permet de définir deux laplaciens sur un fibré vectoriel holomorphe
muni d’une métrique hermitienne. Soit F un fibré vectoriel hermitien sur une variété
complexe X, et soit h une métrique hermitienne sur £. On a déja défini 'opérateur
O agissant sur les formes de type (0, ¢) & valeurs dans E. On peut plus généralement
définir 'opérateur Jp agissant sur les (p, q)-formes & coefficients dans E, c’est-a-dire
les sections de AR? ®p, €, en observant qu’on peut les voir comme les (0, ¢)-formes
a valeurs dans le fibré vectoriel holomorphe Q% ® E.

On va définir une connexion V sur F, dite de Chern, c’est-a-dire un opérateur
différentiel

V :C®(E) — AV (E)

satisfaisant la regle de Leibniz
V(fo)=df @ o + fVo

pour f une fonction de classe C'° a valeurs dans C et ¢ une section de classe C'°
de E. Cet opérateur V se décompose en V = V' + V" suivant la décomposition des
1-formes en formes de type (1,0) et formes de type (0,1).

Proposition 5.30 Il existe une unique connexion V sur E satisfaisant les deux
propriétés suivantes :

1. V" = 0.

2. Pour toutes sections locales o, o' de classe C*° de E, on a :
d(h(o,0")) = h(o,Vo') + h(Va,d). (30)

Dans 1’égalité (30), Vo' est une 1-forme a coefficients dans E. On utilise la sesqui-
linéarité de h pour poser

h(n® o,0") =nh(o,0"), h(o,n® ") =T7h(s,0"),

pour 1 une 1-forme & valeurs complexes et o, ¢’ des sections de E.
Démonstration. La condition 1 détermine la partie de type (0,1) de V, c’est-
a~dire V”. En considérant la partie de (1,0) dans (30), on obtient :

d(h(c,0")) = h(o,V"0") + h(V'c,d’),
h(V'a,0") = 0(h(o,0")) — h(o,0p0"). (31)

Comme h est non dégénérée, ceci détermine V'c, d’ot1 I'unicité.
On vérifie que V' étant définie par (31), V = V' + 0 satisfait les conditions
voulues, d’ou 'existence. [

On dit qu’un fibré en droites holomorphe £ sur une variété complexe X est
positif s’il possede une métrique h telle que la form de Chern wy, soit positive (donc
une forme de Kéhler). Le théoreme d’annulation de Kodaira est le suivant.
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Théoréme 5.31 Supposons que X est compacte de dimension n et que L est positif
sur X. Alors
HI(X,Kx ®L)=0,Vq>0.

Rappelons ici que le fibré canonique Kx est le fibré en droites holomorphes A" Qx,
ol x est considéré comme un fibré vectoriel holomorphe de rang n sur X.

Ce théoreme admet la généralisation suivante, qui sera utilisé dans la preuve du
théoreme de restriction de Lefschetz (cf section 8.3). Cette généralisation est due a
Akizuki et Nakano.

Théoréme 5.32 Sous les mémes hypothéses, on a
HYX, 05 ® L) =0, Vp, ¢ tels que p+ ¢ > n.

Démonstration. Soit h une métrique sur £ de forme de Chern wy, positive. On
prend wp comme forme de Kéahler sur X. Ces métriques sur £ et X fournissent un
laplacien Ay agissant sur AR(L), associé a I'opérateur 9 : AR (L) — ARIT(L).

Par ailleurs, la proposition 5.30 nous fournit une connexion V sur £, dont la
partie V' de type (1,0) satisfait la régle de Leibniz relativement & 'opérateur 9. En
appliquant systématiquement la reégle de Leibniz relativement & 'opérateur O sur
les formes, on en déduit un opérateur différentiel du premier ordre V' : .Aggq (L) —
A§(+1’q(£) agissant sur les (p, ¢)-formes & valeurs dans L.

On associe comme plus haut a cet opérateur un laplacien

,E — v/v/* + v,*v/’ v,* — _ % v/*

agissant sur A%?(L)

Le théoreme 5.19 appliqué a Qf’;( ® L montre qu’il suffit de prouver que toute
forme Az-harmonique dans ARY(L) est nulle pour p+ ¢ > n = dimcX.

On applique alors le résultat suivant, comparant les deux laplaciens A/, et Ag.

Théoréme 5.33 On a Ay = A, + 2n[L,A], ot les opérateurs L et A sont les
opérateurs de Lefschetz définis dans la section 5.5, qui sont des opérateurs d’ordre
0 agissant sur les formes, et donc ausst sur les formes a valeurs dans n’importe quel
fibré vectoriel.

Cette identité est obtenue en utilisant les identités kahlériennes sur les formes et le
fait que la courbure de la connexion V, c’est-a-dire 'opérateur d’ordre 0

VoV=VoV'"+V"oV,

est égale a —2um L, ce qui est une conséquence du fait que la forme de Kéhler choisie
est la forme de Chern de la connexion.

La preuve se termine maintenant de la fagcon suivante : Supposons qu’on ait une
forme harmonique « de type (p,q) a valeurs dans L, avec p + ¢ > dim X. Alors
d’apres le théoreme 5.33, on a

"o = —27[L, A]a.

On applique maintenant le lemme suivant, dont la preuve est donnée plus loin :
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Lemme 5.34 On a la relation de commutation
[L,A] = (k —n)Id surA¥%. (32)
Comme « est une forme de degré k = p 4+ ¢ a valeurs dans £, on obtient donc
o =2m(n —k)a.
On obtient maintenant
0 < (Ara,a)p2 =21(n — k) (o, a) 2.

Comme n — k < 0, on conclut donc que (o, )2 <0, et donc o = 0. Ceci conclut la
preuve du théoreme d’annulation. [

Démonstration du lemme 5.34. Ceci est un lemme de géométrie hermitienne,
car les opérateurs considérés sont d’ordre 0. On supposera donc que la métrique
est la métrique plate standard. Rappelons que L est le produit extérieur par w =
5> dz Ndz;. Soit A; Iopérateur donné par le produit extérieur par §dz; A dz;. On
a la formule facile

71 (dZN)x = (—1)k+12int(ai) sur A%

Zi
et de méme

7 H(dziN)x = (—1)k+12int(%) sur A%

Donc

0 0
Ak = 2mnt(—aZi A 821-)'

Comme L=, A;et A=3,x14;,x,0ona

[L,A] =) [Ai,+ 1Ayl

0,

Or d’apres ce qui précede, A; et *_1Aj * commutent pour ¢ # j. Il vient donc

0 0
L A] = dz; N dz;, int(— N —)].
8= S 05
Posons pour M C {1,...,n}, wayr = Amerrdzm AdZy,. Toute forme w de degré k peut

s’écrire comme une combinaison linéaire des formes w4 g ar = dza AdzZp Awyr ou les
sous-ensembles A, B et M de {1,...,n} sont disjoints, et |A|+ |B|+2|M| = k. Si A,
B et M sont fixés, soit J = {1,...,n}\ (AUBUM). Alors on a dz; AdZ; A\wa gy =0
sii & J, et int(a%i A %)(wAvaM) =0sit¢g M. Deplussiie M on a

N 0
(dz; Ndz;) o mt(a—% A FZ)(WA’B’M) = WA,B,M-

Enfin sii € J, on a

mt(i A 0
0z, 0z

) o (dz NdzZ;)(wa,B,M) = WA, BM-

On en conclut que

(L, Al(wa,m) = (IM] = |J)wa,B -
Or |J| = n—|A| — |B] — [M] et donc |M| — |J| = k —n et [L,Al(wapm) =
(k —n)wa g m. L'égalité (32) est donc prouvée. |
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6 Géométrie algébrique et géométrie complexe

6.1 Théoreme de plongement de Kodaira

Le théoreme de plongement de Kodaira caractérise les variétés complexes com-
pactes admettant un plongement holomorphe dans un espace projectif CPY. Notons
que si X admet un tel plongement j, le pull-back w de la forme de Fubini-Study
est une forme de Kéahler sur X, dont la classe de cohomologie est une classe de
cohomologie rationnelle : [w] € H*(X,Q) C H%(X,R). En effet cette classe est la
classe de Chern ¢;(5*O(1)) par le théoreme 4.14. La réciproque due a Kodaira est
la suivante :

Théoreme 6.1 Une variété compacte complexe X admet un plongement holomorphe
dans un espace projectif complexe si et seulement si elle admet une métrique de
Kdhler dont la classe de cohomologie est rationnelle.

Ce théoreme se scinde en fait en deux énoncés, I'un étant une conséquence facile de
la théorie de Hodge, ’autre étant une caractérisation métrique des fibrés en droites
amples.

(Un fibré en droites holomorphes £ (ou faisceau inversible de Ox-modules) est
dit ample si une puissance L% k > 0 est trés ample, c’est-a-dire que ses sections
globales fournissent un plongement de X dans un espace projectif.)

Proposition 6.2 Soit X une variété kahlérienne compacte et soit L un fibré en
droites holomorphe sur X. Alors pour toute forme fermée o de type (1,1) dont la
classe [a] est égale a c1(L) dans H*(X,R), il existe une métrique h hermitienne sur
L telle que la forme de Chern wy soit égale a .

Démonstration. Soit hy une métrique hermitienne, de forme de Chern wy,,. Par le
théoreme 4.14, [wy,] = c1(L) = [a] € H*(X,R). Donc a — wy, est exacte. Comme
c’est une forme de type (1,1) réelle, elle est égale par la proposition 5.29 (lemme
00) a ﬁ@gqﬁ, pour une fonction différentiable ¢ a valeurs réelles.

La métrique h = e®hq satisfait alors

1 _
wh wh°+2m o=«
|

Soit X une variété complexe et w une (1,1)-forme fermée réelle de classe de
cohomologie rationnelle. Un multiple N |w] provient alors d’une classe de cohomologie
entiere :

Nlw] € Im (H*(X,Z) — H*(X,R)).

Soit v une classe entiere telle que I'image de v dans H?(X,R) soit égale & Nw].
La classe v s’annule dans H?(X,Ox). En effet la compatibilité des résolutions de
de Rham de C et de Dolbeault de Ox montre que pour une classe de cohomologie
de de Rham [w] € H¥(X,C) de degré k, représentée par une forme fermée w, son
image dans H*(X, Ox) est représentée par la composante de type (0, k) de w qui est
O-fermée. Ici, comme Nw est de type (1,1) sa composante de type (0,2) est nulle.

La suite exacte exponentielle (13) montre alors que N[w] = ¢;(£) pour un fibré
en droites holomorphe £ sur X.

82



La proposition 6.2 montre alors qu’il existe une métrique hermitienne h sur £
telle que wp, = Nw.
Le théoreme 6.1 est donc une conséquence du théoréeme suivant :

Théoréme 6.3 Soit X une variété complexe compacte, et L un fibré en droites
holomorphe muni d’une métrique h de forme de Chern wy, strictement positive (c’est-
a-dire une forme de Kdhler). Alors L est ample sur X, c’est-a-dire que pour un
entier m > 0, les sections holomorphes o;, 0 < i < K de L™ sur X fournissent un
plongement

Grom : x+— (0o(x),...,0K5(x))

de X dans CPK.

Ici, on rappelle que pour voir z +— (o¢(z),...,0x(x)) comme une application ho-
lomorphe a valeurs dans ’espace projectif, on choisit localement une trivialisation
holomorphe de £&™, ce qui permet de voir localement les sections o; comme des
fonctions holomorphes. Un changement de trivialisation multiplie ces fonctions par
une méme fonction inversible, donnant lieu a la méme application a valeurs dans

CPX.

Démonstration du théoréme 6.3. On veut d’abord montrer que pour tout =
dans X, il existe un entier m, > 0 et une section o de L™= telle que o(z) # 0. Le
méme entier m, est alors valable pour y dans un voisinage de z, et par compacité,
on en déduit qu’on peut prendre le méme m, pour tout x € X, de sorte qu'une
puissance £®™0 est engendrée par ses sections. Dans un second temps, on montre
par des arguments analogues quune puissance £%™ fournit un plongement dans un
espace projectif. On laissera de coté cette seconde étape.

Le fait qu'il existe o € H(X, L&™=) telle que o(z) # 0 se traduit par la surjec-
tivité de la fleche de restriction

HO(X, LO™) — HO(x, L)
Introduisons léclaté X, de X au point z. Il est obtenu de la fagon suivante : on
prend un ouvert U voisinage de x, dans lequel il existe des coordonnées holomorphes
globales z1,...,z,, n = dim X centrées en x. Soit ﬁx C U x CP" ! Iéclaté de U en
x, défini par

fjﬂ?:{(y7y> EUXCPnilay:(yla"'vyn)7Y:(Yla"'vyn)a

(7},; est 'adhérence du graphe de I’application méromorphe U --» CP"~! indéfinie
en 0, donnée par la composée de z — (z1,...,2,) € C" et de la projection naturelle
C" — CcP* L.

On vérifie que U, est lisse, en utilisant les équations explicites ci-dessus. U, se
projette holomorphiquement sur U par la premieére projection qu’on note 7. 7 est
un isomorphisme au-dessus de U \ {z}, tandis que la fibre E au-dessus de x est une
hypersurface complexe lisse isomorphe CP"~!. C’est le diviseur exceptionnel, dont
le faisceau d’idéaux Zf est un faisceau inversible, qu’on note aussi O(—F).
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_ Léclaté X, de X au point z est défini en recollant U, et X \ {z} suivant Iouvert
U \NE=U\{x}.
On note 7 ’application naturelle de X, dans X.
On a 7*L®™M=| E = Op, et un diagramme commutatif
xr ® xT
HO(X, LOm=) Ho(x,£|mm )
T T ,
HO(Xy, 7*L5M)  —  HO(E, T L")

ol les fleches verticales sont des isomorphismes : celle de gauche par le théoréeme
de Hartogs dans le cas ou n > 2, qui dit qu’une section de £ sur X \ {z} s’étend
sur z, Pautre & cause de la trivialité de 7*£®™=| E. (Noter que si n = 1, il n’y a
pas besoin de pratiquer d’éclatement, on peut appliquer directement le théoreme
d’annulation de Kodaira.)

Il revient donc au méme de montrer la surjectivité de la fleche de restriction

HO(X,, 7" L£9™) — HY(E, 7" L")

Par la suite exacte

0 — 7*LOMe(—E) — 7*LOMe T*ﬁ(l%m’“ — 0

et la suite exacte longue associée, il suffit de montrer que
HY(X,, 7" L% (—E)) =0

pour m, suffisamment grand. _
On veut appliquer le théoreme d’annulation de Kodaira 5.31 a X,. Il faut pour
cela montrer que pour m, assez grand, le fibré en droites

THLEM(—E) @ K

x

sur )N(x est positif.
Remarquons d’abord que 'on a la formule suivante pour K %, -

Lemme 6.4 Le fibré canonique de X, est donné par la formule :
Ke =7"Kx((n—1)E).

Démonstration. Un calcul local utilisant les équations (33) montre aisément que
le pull-back par 7 d’une forme canonique non nulle en z, définie au voisinage de =,
est une forme canonique sur X, qui s’annule a ’ordre exactement n— 1 le long de E.
L’application de pull-back des formes holomorphes de degré maximal fournit donc
un isomorphisme :

T Kx 2K QTP = Ko (—(n—1)E)).
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On est donc ramené a montrer que pour m, assez grand, le fibré en droites
(LM @ K (~n )

sur X, est positif.

Prenons une métrique arbitraire hg sur Kx de forme de Chern «. Soit h une
métrique sur £ de forme de Chern wy, positive sur X. Alors la forme de Chern de la
métrique h®™ @ hy sur LEMe @ K)_(l est égale & mowyp, + a qui par positivité de wy,
et compacité de X est positive pour mg assez grand.

Le pull-back 7*(mowp, + «) n’est que semi-positif : le long de E, cette forme
s’annule sur I'espace tangent de E. Ceci est corrigé par le fait que O(—FE)g est
positif. En fait on a :

Lemme 6.5 Le fibré inversible O(—FE) = I satisfait :
E=CP" ', O(-E)|p = Opa-1(1).

Démonstration. Pour voir concretement le second isomorphisme, on note que le
rang de 7 le long de E est égal a 1, et que le noyau de la différentielle 7, : Tx, — 7*T'x
le long de E est égal a Tg. Donc 7, le long de E se factorise en une inclusion de
Npe, dans 7Ty ;. Le fibré normal Ng,x, est isomorphe a O(E)g (cf section 7)
et cette inclusion fournit les isomorphismes

O(E)|E = OIP’"*l(_l)v Pn_l = P(TX,x)7

ot 'on voit Opn-1(—1) comme le sous-fibré tautologique de rang 1 du fibré trivial
sur P, [ ]

Remarque 6.6 L’isomorphisme O(—E)|g = Opn-1(1) peut aussi se voir en rappe-

lant que O(—FE) = Zg, et en examinant les équations naturelles définissant F C U,.

Il résulte de la positivité de O(—E)g (voir I'exemple 4.18) qu’il existe une métrique
a forme de Chern positive sur O(—E)|g. La métrique s’étend en une métrique hp
sur O(—FE), fournissant aussi hf sur O(—nkE). La forme de Chern wy, de hg a
la propriété que sa restriction a E est positive. Un argument simple de géométrie
hermitienne ponctuelle combiné avec la compacité de ' montre alors que 7*(mowp, +
@) + nwp,, est positive sur X, pour mg assez grand.

|

Remarque 6.7 Notons que lorsqu’on sait que £™0 est engendré par ses sections,
le morphisme ¢ em, de X dans CPX° fourni par les sections globales de £&™0 est
nécessairement fini. En effet, supposons qu’il existe une fibre de dimension positive
Z. Soit Zy une composante irréductible de Z de dimension [ > 0. On sait que E%O"O
est trivial vu qu’on a la formule

Lm0 = P remoO(1),
et que ¢(Zy) est un point. Il en résulte que la classe [w] s’annule sur Zj de sorte que
i) Z [w]' = 0. (On admet ici le fait que Zy admet une classe fondamentale de degré
21.) Or le nombre [ Zo [w]! est calculé d’apres les résultats de Lelong par l'intégrale
convergente f Zoreq wt, ot Zoreg C Zp est I'ouvert dense de lissité de Zp. On a donc
i) Zooreq w!l =0, ce qui contredit le fait que w est une forme de Kihler, et donc que

Wl est une forme volume.
|Z0,req
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6.2 Le principe GAGA
6.2.1 Le foncteur algébrique vers analytique

Géométrie analytique. On considere la variété complexe compacte CP". Elle est
munie de sa topologie usuelle et de son faisceau O de fonctions holomorphes.

Définition 6.8 Un sous-ensemble analytique fermé de CP™ est un sous-ensemble
fermé Z localement défini par des équations holomorphes.

La définition est ici ensembliste. Il est plus utile de parler de sous-schéma analytique :
un tel sous-schéma est défini par un sous-faisceau Z C Opn de Opn-modules. Le
faisceau d’idéaux d’un sous-ensemble analytique est cohérent par le théoreme d’Oka,
c’est-a-dire admet localement une présentation

O]:?Fnbn — O]fbn,

ou la fleche est nécessairement donnée par une matrice de fonctions holomorphes.
Inversement, étant donné un tel faisceau d’idéaux Z, on a le sous-ensemble analytique
défini par T :

Z : {z € P", 'application composee

Z — Opn — C, est nulle}.

Ici la derniere fleche est la fleche d’évaluation des fonctions au point z. Comme 7
est localement engendré par un nombre fini de fonctions, Z est bien un ensemble
analytique. Z est aussi muni du faisceau de fonctions

OZ = ’L'_IO]PM/I

qui fait de Z un espace localement annelé.
Un faisceau cohérent sur un tel espace analytique est un faisceau de Oz-modules
qui admet localement une présentation finie

0y -0, - F —0.

On peut également voir CP" comme une variété algébrique. Plus précisément,
rappelons que P"(C), I’ensemble des points fermés de P, est 'union de n+ 1 espaces
affines U; = C". Chaque C™ est aussi le spectre maximal de lalgebre k[ X1, ..., X,)]
qu’on peut munir de la topologie de Zariski (restreinte au spectre maximal). Ainsi
l’ensemble P*(C) = CP™ a deux topologies : la topologie usuelle (indice “us”) et
la topologie de Zariski (indice “Zar”). De plus il a de facon correspondante deux
faisceaux structurels : le faisceau Op; des fonctions holomorphes pour la topologie
usuelle et le faisceau O]?Dig des fonctions algébriques dans la topologie de Zariski (cf
section 1). On utilise les notations CP"™ pour la variété complexe et P"(C) pour la
variété algébrique, considérées comme des espaces annelés.

Lemme 6.9 L’identité
I:P"(C)ys — P*"(C)zar

est continue. De plus c’est naturellement un morphisme d’espaces annelés

CP" = (P"(C)us, O%) — (P"(C) zar, Op)-
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Démonstration. Le premier énoncé dit que si U est un ouvert pour la topologie
de Zariski, c’est aussi un ouvert pour la topologie usuelle, ce qui est clair vu que
le complémentaire, étant défini dans les ouverts d’un recouvrement par des ouverts
affines standard par des fonctions polynomiales, et donc en particulier continues,
est fermé. (Il faut noter ici que les ouverts affines standard sont ouverts pour la
topologie usuelle de CP™.)

Pour le second point, on note que I _101;? est le faisceau qui a un ouvert U de
CP™ associe les fonctions rationnelles sur P"(C) partout définies sur U. Clairement
une fonction rationnelle est holomorphe la ot elle est définie, ce qui fournit 'inclusion
naturelle _IOI'#;" — Ogn. (]

Soit F™9 un faisceau cohérent algébrique sur P"(C)zq4r, c'est-a-dire un fais-
ceau de (’)f;ig—modules qui est localement de présentation finie (c’est une définition
équivalente a celle donnée dans la section 1). On peut lui associer le faisceau analy-
tique cohérent F** sur CP" défini par

an .__ 7—1 Talg an
f = I f ®1710§71iq O]Pn.

F est localement de présentation finie sur CP" et donc cohérent.

En particulier, si Z est un faisceau d’idéaux algébrique définissant un sous-schéma
projectif X 74, C P™(C) (ici on ne considere comme plus haut que la partie correspon-
dant aux spectres maximaux, c’est-a-dire aux points fermés), on a un sous-faisceau
correspondant

" C Opn

qui étant localement de présentation finie définit un sous-espace analytique
X = I X 70, Oxan = O /T

de CP™.

De plus si F est un faisceau algébrique cohérent sur X .., qu’on peut voir
comme un faisceau algébrique cohérent sur P"(C) z4,, F*" est un faisceau analytique
cohérent sur X".

Un résultat important qu’on ne montrera pas ici est le suivant :

Théoréme 6.10 L’inclusion naturelle I_l(’)g)lng — Opn est plate, c’est-a-dire que

les anneauz locaux Op; . sont plats sur les anneauz locaur correspondants Oglng .- Le
résultat reste vrai si P"(C) est remplacé par n’importe quel sous-schéma algébrique
fermé X C P*(C).

Corollaire 6.11 Le foncteur F +— F de la catégorie des faisceaux algébriques
cohérents sur P"(C)zq, dans celle des faisceauxr analytiques cohérents sur CP™ est
exact. Le méme résultat est vrai si P™(C)zqr est remplacé par n'importe quel sous-
schéma projectif X 74 C P"(C) 74y

6.2.2 Variétés de Chow

On se propose de montrer ici de montrer un cas particulier du théoreme de Serre :

Théoréme 6.12 (Chow) Soit X C CP™ une sous-variété complexe fermée. Alors
X peut étre définie ensemblistement par des équations algébriques.
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L’intérét de cet énoncé réside surtout dans la preuve, qui associe a une sous-
variété de l'espace projectif une hypersurface d’une grassmannienne adéquate. C’est

une maniere de paramétrer les sous-variétés de ’espace projectif par leurs “formes
de Chow”.

Remarque 6.13 Ici on ne prend pas en compte les structures schématiques, ce qui
est le gros défaut des variétés de Chow par opposition aux schémas de Hilbert qu’on
verra, plus loin. Les formes de Chow qu’on va introduire ne parameétrent au mieux
que des “cycles effectifs”, c’est-a-dire des schémas réduits de dimension pure donnée,
avec des multiplicités entieres positives affectées aux composantes irréductibles (cf
définition 3.4).

Groupe de Picard et diviseurs des Grassmanniennes. On va commencer par
étudier le groupe de Picard holomorphe et les hypersurfaces complexes des grass-
manniennes. On a tout d’abord :

Lemme 6.14 Soit G = G(r,n)(C) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels
complexes de C™ de rang r. Alors on a Pic®™(G) = ZL, ou L est le fibré en droites
de Pliicker, et toute hypersurface complexe Z C G est algébrique : ceci équivaut a
dire que

H%(Gys, (L)%Y = HY(G gar, LZF), VE € Z. (34)

Démonstration. Le second énoncé est un cas particulier du théoreme de Serre qu’on
montrera plus loin. On peut aussi le montrer en utilisant les théoremes d’annulation
analytique et algébrique et I'égalité facile des sections holomorphes et algébriques
des fibrés en droites dans le cas des courbes, ce qui permet de montrer 1’égalité
d’abord pour k assez grand, puis pour tout k.

Pour le premier énoncé, on choisit deux sous-espaces vectoriels complexes W C
C™, Vp € C™, de dimensions respectives n — r et r, et tels que

WeaeVy=C".

W définit une hypersurface Hyy C G(r,n) constituée des sous-espaces V' C C" ren-
contrant non trivialement W. Un moment de réflexion montre que Hy est une hy-
persurface de Pliicker, c’est-a-dire est 'intersection d’un hyperplan avec la grassman-
nienne dans son plongement de Pliicker, qui est donné par les sections algébriques
de L (cf section 2.3.2).

Le complémentaire de Hyy est isomorphe a Homgc (Vy, W). En effet, tout sous-
espace V de rang r qui ne rencontre pas W se projette isomorphiquement sur Vj
depuis V et donc est le graphe (dans Vp @ W) d’une application linéaire de Vj dans
w.

Comme Hyy est une hypersurface irréductible (en 6tant de Hy un sous-espace
analytique fermé de dimension plus petite, on obtient quelque chose de connexe,
a montrer en exercice...), on en déduit immédiatement les résultats topologiques
suivants :

On a HY(G,Z) = 0 et H*(G,Z) est engendré par la classe de cohomologie de
I'hypersurface Hyy, qui est égale a la classe de Chern de £ (cf section 4.1.5).

La théorie de Hodge montre alors que H'(G,Og) = 0 (un fait qu’on peut aussi
déduire du théoreme d’annulation de Kodaira et du fait que le fibré canonique de
G est négatif). La suite exponentielle (13) montre alors que Pic**(G) est engendré
par L, [
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Forme de Chow. Soit X C CP™ un sous-espace analytique fermé réduit et
irréductible de dimension r. Cela signifie qu’il existe un sous-espace analytique fermé
Z C X d’intérieur vide dans X tel que X \ Z est une sous-variété complexe de di-
mension r de CP".

Soit G = G(n—r,n+1) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels complexes
de dimension n — r de C**!. On va s’intéresser & ’ensemble suivant :

W:={VeG VnX+#0}
ou V est I'espace projectif P(V) € CP". On se propose de montrer :

Théoréeme 6.15 W a naturellement la structure d’une hypersurface analytique de
G. De plus W détermine X.

La preuve montrera explicitement comment W détermine X, de sorte que ’algébricité
de W résultant du lemme 6.14 entrainera celle de X, c’est-a-dire le théoreme 6.12.
Sur G, on dispose du sous-fibré projectif universel P C G x P et du diagramme
d’incidence :
P Lpr
pl
G

Ici P est défini comme Proj Sym'E, ou & est le fibré dual du sous-fibré tautologique
S sur la grassmannienne (cf section 2.3.3). La fibre de p en un point V' € G s’identifie
via ¢ au sous-espace P(V) C P™.

Il en résulte que Z s’identifie ensemblistement & p(¢~1(X)). Comme ¢ est holo-
morphe, ¢~!(X) est un sous-ensemble analytique fermé de P.

Théoréme 6.16 Si ' C P est un sous-ensemble analytique fermé, p(T') C G est un
sous-ensemble analytique fermé.

C’est un théoreme difficile de géométrie analytique valable plus généralement pour
les applications holomorphes propres. Notons cependant que si X est lisse ¢~!(X)
est lisse, et la ou p est de rang localement constant, 1’énoncé résulte du théoreme du
rang constant en géométrie complexe.

Montrons maintenant :

Lemme 6.17 Z est une hypersurface analytique de la grassmannienne.

Démonstration. On connait la dimension de la grassmannienne G, puisqu’on a des
ouverts isomorphes & Hom (V, W) avec rangV =n—r, V& W = C""!. Cela donne
dim G =rang Hom (V,W) = (n —r)(r + 1).

Pour la méme raison on connait la dimension de ¢~!(X), qui est irréductible. En
effet, Papplication ¢ est une fibration en grassmanniennes G(n — r — 1,n) puisque
'ensemble des sous-espaces vectoriels de rang n — r de C**! contenant une droite
donnée < x > s’identifie par la fleche V' +— V/ < z > a I’ensemble des sous-espaces
vectoriels de rang n — r — 1 de C""!/ < 2 >. Il en résulte par 'additivité des
dimensions que

dimg ' (X)=dimX +(n—-r—-1)(r+1)=r+n—-r—1)r+1)=dimG - 1.

Pour conclure que dim Z = dim ¢~ (X ) = dim G—1, il reste & montrer le résultat
suivant :
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Lemme 6.18 Il existe un ouvert dense lisse U de ¢~ (X)) sur lequel p est un plon-
gement : piycq-1(x) €st un isomorphisme sur son image.

Démonstration. II existe un ouvert dense X° de X le long duquel X est une sous-
variété complexe de P™. Alors ¢~ 1(X?) C ¢71(X) est dense dans ¢~ (X) et est une
sous-variété complexe de P, du fait que ¢ est une fibration.

Soit (V,x) € ¢71(X), € V. Alors la fibre de p restreinte & ¢~ 1(X) au-dessus de
V € G s’identifie schématiquement a l'intersection P(V) N X. On doit donc montrer
que U'ensemble des (V) z) € G tels que P(V) N X ne consiste pas en le seul point lisse
x de X ou l'intersection est transverse, est un sous-ensemble analytique de ¢~ (X)
de dimension < dimG — 1 = dim Z.

Si P(V) rencontre X en un point singulier € Xging, alors V' € p(q¢~H(Xging) qui
est de dimension < dim G — 1 car dim Xging < dim X.

Si P(V) rencontre X en un point lisse x mais non transversalement, alors V'
contient la droite < x > mais son intersection avec ’espace tangent du codne sur
X dans C™*! le long d’un point de la droite = n’est pas réduite & < z >. z étant
fixé, ’ensemble des V' contenant < x > et satisfaisant cette condition relativement a
I’espace tangent du cone est une sous-variété propre de la grassmannienne G(n —r —
1,7+1). Il en résulte que 'ensemble des (V, z) satisfaisant ces conditions est un sous-
ensemble analytique propre de ¢~!(X?) et donc est de dimension < dim ¢ *(X) =
dimG — 1.

Enfin un compte semblable de dimensions montre que I’ensemble des P(V') qui
rencontrent X en au moins deux points est de dimension < dim G — 1. Ceci conclut
la preuve du lemme 6.18 et donc aussi du lemme 6.17. [

L’hypersurface Z de G associée & X est donnée par une section de £L%* sur G,
ou l'entier k£ ne dépend que du degré de X (cf section 3.6). Cette section est appelée
la forme de Chow de X. Par le théoreme 34, Z est une hypersurface algébrique de
la Grassmannienne G.

Pour conclure la preuve des théoremes 6.15 et 6.12, montrons la chose suivante :
Considérons Z C G et Py := p~1(Z) C P. Comme Z est algébrique, ainsi que p,
qz : Pz — P"(C) est algébrique.

Lemme 6.19 X s’identific @ Uensemble des points x de P"(C) tels que q,'(z) =
Pznq Y (x) est égal a ¢~ (z).

Démonstration. On veut montrer que si y € X, il existe un espace vectoriel V' C
C"*t! de rang n — r contenant la droite < y > mais tel que P(V) ne rencontre pas
X. Comme y ¢ X, la projection 7, depuis y sur P*~*

(Xo,...,Xn) (g (Xl,...,Xn),

ou les coordonnées homogenes sont choisies de fagon que y est défini par les équations
X; =0, > 0, est bien définie sur X, et en fait finie (& cause de 'argument donné
dans la remarque 6.7). L’'image 7, (X) est donc un sous-ensemble analytique fermé de
CP" !, de dimension r. Les sous-espaces vectoriels de C* ! de rang n—1r s’identifient
via 7, 1 aux sous-espaces vectoriels de C"*!/ < y > derang n—r—1, et si V contient
y, P(V) rencontre X si et seulement si P(V/ <y >) rencontre m,(X). On peut donc
appliquer le lemme 6.17 & my(X) ce qui permet de conclure que les V' contenant
< y > et rencontrant Z forment une hypersurface dans la Grassmannienne des V'
contenant < y >. [ ]
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Il est facile de voir, puisqu’on sait que Pz est algébrique, que I’ensemble défini
par la condition du lemme 6.19 est défini par des équations algébriques. En effet,
Z C P est défini par des équations globales (sections du faisceau d’idéaux de Z
tordu par un fibré inversible suffisamment ample), dont les restrictions aux fibres
de g sont des fonctions algébriques de x € P™. On doit écrire que ces restrictions
s’annulent, ce qui fournit les équations algébriques cherchées pour X. Les théoréemes
6.12 et 6.15 sont donc démontrés. [

6.2.3 Le théoréme de comparaison de Serre

On a construit précédemment un foncteur F +— F** qui va de la catégorie des
faisceaux algébriques cohérents sur Pt dans la catégorie des faisceaux analytiques
cohérents sur CP", et plus généralement, pour tout schéma projectif X C PZ, on
a le foncteur similaire F — F%* qui va de la catégorie des faisceaux algébriques
cohérents sur X dans la catégorie des faisceaux analytiques cohérents sur I'espace
analytique X",

Théoréme 6.20 (Serre) Pour tout X, le foncteur F — F est une équivalence de
catégories.

On a déja vu que ce foncteur est exact. De plus, par platitude, pour F, G cohérents
sur X, on a

Hom (F,G)™ = Hom (F*",G™")

par le théoreme de platitude 6.10.
Pour montrer que c’est une équivalence de catégories, comme on a dans les
catégories de faisceaux analytiques cohérents ou algébriques

Hom (F,G) = H (X, Hom (F,G)), (35)
Hom (Fo",G) = HY(X™ Hom (F™,G)) = H(X™, Hom (F,G)™),

on doit montrer les deux propositions suivantes :

Proposition 6.21 Tout faisceau analytique cohérent sur X" est isomorphe & un
F, pour un faisceau algébrique cohérent F sur X.

Proposition 6.22 Pour tout faisceau algébrique cohérent F sur X, notant I :
X" — X le morphisme naturel d’espaces annelés,

I E—
fournit un isomorphisme
I - H(X,F) = H/(X™ Fom).
Ceci est en effet suffisant puisqu’on a alors d’apres (35)
Hom (F,G) = Hom (F*",G"),

garantissant 1’équivalence de catégories.
La stratégie est la suivante : on montre d’abord les propositions 6.21 et 6.22 pour
X = P"™. On montre ensuite que si Fy est un faisceau analytique cohérent sur X"
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et donc, en tant que faisceau analytique cohérent sur P, de la forme F°"* pour un
faisceau algébrique cohérent F sur P™ uniquement déterminé d’apres la proposition
6.22 pour P", F est un faisceau de Ox-modules et donc en fait un faisceau cohérent
sur X. Cela résulte du calcul suivant :

Hom (Ox,F(l)) = Hom (Oxan, F*"(1))

= H°(CP", F7*"(1)) = HO(PE, F(1))

pour tout [, ou la seconde égalité vient du fait que F*" est un faisceau de Oxan-
modules.

Les propositions 6.21 et 6.22 pour P” seront obtenues comme des conséquences
des énoncés suivants (proposition 6.23 et proposition 6.24 :

Proposition 6.23 Soit F un faisceau analytique cohérent sur CP™. Alors pour |
suffisamment grand, F(l) est engendré par ses sections globales, et de plus

HY(CP", F(1)) = 0, Vi > 0.

Démonstration. Par récurrence sur n. Soit € CP" et soit o € H%(Opn (1)) une
section définissant un hyperplan H = CP"~! passant par 2. La multiplication par o
induit un morphisme

F — F(1)

dont le quotient est isomorphe & F(1)cpn-1. Le noyau G de cette fléche est un
faisceau cohérent de O%'-modules, et donc on peut lui appliquer les hypotheses
de récurrence, ainsi qu’a F (1)|(CIP>TL71. Notons d’autre part que si pour un certain [,
F(I)|cpn—1 est engendré par ses sections, et I'application de restriction

HO(CP*, F(1)) — H°(CP" ', F (1)) prr

est surjective, alors F(I) est engendré par ses sections en x, donc au voisinage de x,
et par compacité, pour un [ assez grand indépendant de x, F(l) est engendré par ses
sections.

Soit ‘H := Imo. Considérons les deux suites exactes :

0—-G—F—>H—0,

0—-"H— f(l) — F(].)‘(C]Pn—l — 0.

Elles induisent apres tensorisation par O(l) des suites exactes longues de cohomo-
logie. Comme G(I) et F(I + 1)cpn-1 n’ont pas de cohomologie en degré > 0 pour !
assez grand, ces suites exactes longues se réduisent a

HY(CP™, F(1)) = H (CP", H(l)), Vi > 0,

HY(CP", H(l)) = H(CP", F(1 + 1)), Vi > 1,
et de plus 'application

HY(CP", H(l)) — HY(CP", F(I + 1))
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est surjective pour [ >> 0. Il résulte de ces faits que ’application
o: H(CP", F(l)) — H(CP", F(1 + 1))

est surjective pour tout ¢ > 0, est un isomorphisme pour tout ¢ > 2, et de plus est
un isomorphisme pour ¢ = 1 si et seulement si 'application de restriction

HY(CP", F(1)) — H°(CP" ™, F(I),cpn-1) (36)

est surjective.

Soit Iy assez grand pour que ces conclusions soient satisfaites pour I > [p. On
utilisera le fait que les groupes de cohomologie des faisceaux analytiques cohérents
sur CP" (et en fait sur toute variété complexe compacte) sont des espaces vectoriels
de dimension finie. Alors les dimensions de H!(CP", F (1)) sont décroissantes avec
[ > ly et donc stationnaires a partir d’un certain [ > [;. Alors comme

o: HY(CP", F(1)) — H'(CP", F(1 4+ 1))

est surjective pour [ > [ elle doit aussi étre un isomorphisme, et on conclut que la
fleche(36) est surjective pour | > ;.

Appliquant I'hypothese de récurrence a Ficpn-1, on a donc montré que F(I) est
engendré par ses sections pour [ assez grand, et pour montrer que H'(CP", F(I)) =
0, 2 > 0 pour [ suffisamment grand, on raisonne par récurrence décroissante sur i.

Du fait que F(ly) est engendré par ses sections, on a une suite exacte

0—-G—-Wa0s(-l) —F—0 (37)

ot W = H(CP", F(lp). On sait que le résultat est vrai pour les fibrés en droites
Bn(k), par le théoreme d’annulation de Kodaira. Donc on a pour I >> 0, en
tensorisant (37) par Ofn(l) et en prenant la suite exacte longue de cohomologie,

HY(CP", F()) = H(CP", G(1)).

Pour conclure la récurrence descendante, il suffit de prouver que pour tout faisceau
analytique cohérent G sur CP™, on a

HY(CP",G) =0, i >n.

Ce fait résulte de I'existence (prouvée ci-dessus) d’une résolution & gauche de G finie
par des faisceaux de Opi-modules libres. Or pour ces derniers, on sait calculer la
cohomologie par la résolution de Dolbeault, et donc on sait qu’elle s’annule en degré
>n.

|

Proposition 6.24 Pour tous entiers | et i, I* fournit un isomorphisme
H'(PE, O(1)) = H'(CP", O(1)™).

Démonstration. Par récurrence sur n et [. On sait donc par ’hypothese de récurrence
sur n que

HY(CP" !, Opn-1(1)™) =0,V0 < i < n—1. (38)
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De plus, on montre par les mémes arguments que dans la preuve du théoreme 2.19
que pour tous n, [ > 0

HO(CP™, Opn (1)) = HO (P, Opn (1)) = Sym'V, V. = H(PE, Opn(1)).
Il résulte de la seconde égalité que la fleche de restriction
HY(CP", Opn (1)%") — H(CP" L, Opn—1(1)™)

est surjective. Ici CP*~! est ’hyperplan défini par une équation homogene o = 0.
Du fait de cette surjectivité, et de (38), la suite exacte longue de cohomologie
associée a la suite exacte courte

0 — Opn ()" Z Opn (I+1)* - Opa1 (D)™™ — 0 (39)
se résume a des suites exactes courtes

0 — H°(P"(C), Opn (1)) — H°(P"(C), Opn (1 + 1)) — HY(CP" 1, Opn-1(1)*) — 0,(40)

H{(P™"(C), Opn (1)™) = H'(P"(C), Opn (I + 1)), i <n — 1, (41)
et de plus la fleche de multiplication par o
H"~H(P"(C), Opn (1)™)) — H"~H(B"(C), Opn (Il + 1))

est injective pour tout /. Or on sait par le théoreme d’annulation de Kodaira que
H'(P™*(C), Opn(1)*) est nul pour ¢ > 0 et [ assez grand. Il en résulte que

H'(P™(C), Opn (1)™) =0, Y0 < i < n.
Il résulte aussi de (40) et d’un argument de récurrence sur [ et n que la fleche
I* : HO(PL, Opn (1)) — H°(CP™, Opn (1))

est un isomorphisme pour tous n et [. (Pour = 0 on utilise le fait que les fonctions
holomorphes sur P¢ sont constantes.)

Il reste a voir ce qui se passe pour ¢ = n. On a d’apres ce qui précede des suites
exactes de cohomologie analytique et algébrique associées a la suite exacte (39) et a
son analogue algébrique :

0 — H" 1 (CP", Opn1(1)™") — H™(CP", Opa (I-1)") — H"(CP", Opn (1)) — 0,

0~ H" (B2, Opns (1)) — H" (B, Ope (1~ 1)) — H"(BE, Opa (1)) — 0.

Ces suites exactes sont compatibles avec I*. Par récurrence sur n on peut supposer
que I* est un isomorphisme sur les termes de gauche. Par récurrence descendante
sur [, on peut supposer que I* est un isomorphisme sur les termes de droite, et alors
c’est un isomorphisme sur les termes du milieu. Pour conclure il suffit de savoir que
I* est un isomorphisme H™(P¢, Opn (1)) sur H"(P"(C), Opn (1)*") pour [ assez grand.
Dans le cas analytique, c’est vrai par le théoréme d’annulation de Kodaira, et dans
le cas algébrique c’est vrai par le théoreme 2.36. [
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Preuve de la proposition 6.21 pour P". D’apres la proposition 6.23, tout
faisceau analytique cohérent Fy sur P" admet une présentation

(OFR)"(=n1) = (OFR)*(~no) — Fo — 0.

La fleche ® est donnée par une matrice de taille (s,7) dont les coefficients sont
des sections holomorphes de O (—ng + n1). On a déja noté que ces sections sont
algébriques, et on a donc un faisceau algébrique cohérent défini par la suite exacte :

(Opn)"(—n1) 2 (Opn)*(—ng) — F — 0.

Il est clair que F%"* = Fy. |

Preuve de la proposition 6.22 pour P". Tout faisceau algébrique cohérent
F sur P" admet une résolution a gauche

o (Opn) (1) 2 (Opn)T0(—1g) — F — 0,

pour un k arbitrairement grand. Le faisceau analytique cohérent F%" admet alors la
résolution & gauche

el T (O]?’Q)Tk(—lk) % - ﬂg (Ofg‘)ﬁ)m(_lo) — Fan .

Pour k = n, le noyau K de ®; est un faisceau algébrique cohérent localement libre,
et il résulte de la théorie de Dolbeault que H!(CP", £%") = 0, VI > n. Le complexe
K (ot (Opn)™(—ly) est mis en degré 0)

0= K — (Op)™(=ln) 22 ... 22 (Opn)0(=1g) — 0

est quasi-isomorphe & F (mis en degré 0), et I'on a donc
H'(Pg, F) = H'(PE, K). (42)
De méme le complexe IC;,, (ou (On)™(—lp) est mis en degré 0)

0 — K% — (0@ (1) 22 . 28 (0@ (1) — 0

est quasi-isomorphe a F%*. On a donc
HY(CP", F™) = H(CP", K,,,,). (43)
Le terme de droite dans (42) se calcule comme ’aboutissement d’une suite spectrale
Ep* = HY(PE, KP), p+q =1i.

De méme, le terme de droite dans (43) se calcule comme I’aboutissement d’une suite
spectrale
E?qﬂn = Hq((Can Kgn)? ptq=i.

Il y a un morphisme naturel de la premiere suite spectrale vers la seconde, induit
par le morphisme I*. Il suffit donc de montrer que I* induit un isomorphisme sur
les termes Ej. Considérons les termes EY'? pour ¢ < n. Alors p + ¢ = i donne
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p=1i—q > —n. Or dans ce cas KP est une somme de copies de O(l) et on peut donc
appliquer la proposition 6.24 qui donne

HA(Pg, K7) = H(CP", K3,

pour ¢ < n. Si maintenant ¢ > n+1, les seuls termes E Dalg o EP®%™ qui pourraient
différer sont les termes H" ™! (PE, K) et H"T1(CP", K*). Or on sait que le premier
terme est nul par le corollaire 2.32 et d’autre part, comme %" est localement libre,
on peut appliquer la résolution de Dolbeault qui s’arréte en degré n pour conclure
qu'on a aussi H"(CP", K%) = 0. n

Troisieme partie
Variétés lisses et cohomologie de de
Rham

7 Différentielles de Kahler

7.1 Module des différentielles

Les définitions qui suivent permettent de faire du calcul différentiel de facon axio-
matique, et méme sur des espaces singuliers. On consideére des anneaux commutatifs

A C B.

Définition 7.1 Le module des différentielles de B relativement a A, noté Qg 4, est
le B-module engendré par les db, b € B, avec les relations suivantes :

1. da=0,a € A.
2. (Régle de Leibniz) d(bb') = bdb' +V'db, b, b’ € B.

A cause de ces propriétés, la différentielle
d:B—Qp/a

est A-linéaire.
Le B-module {2g /4 satisfait la propriété universelle suivante :

Lemme 7.2 Pour tout B-module M, et pour toute application A-linéaire
D:B— M,
satisfaisant les régles 1 et 2, il existe un unique morphisme de B-modules
Qg — M,
tel que D = fod.

Démonstration. Comme g/, est engendré sur B par les db, b € B, la formule

FOQ_ bidbi) =) b:Db; (44)
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montre I'unicité. Par ailleurs, il faut voir que (44) détermine bien un morphisme de
B-modules de 2,4 dans M. Or cela résulte du fait que les relations

> bidb; =0 in Qg4

(2

sont engendrées par 1 et 2, qui sont également satisfaites par D. |

Corollaire 7.3 Les dérivations de B relativement a A, c¢’est-a-dire les morphismes
de A-modules D : B — B satisfaisant la régle de Leibniz, s’identifient au dual
HOmB(QB/A,B).

Remarque 7.4 On a supposé ici que A était un sous-anneau de B, ce qui n’est pas
nécessaire. Il suffit d’avoir un morphisme d’anneaux de A dans B.

Lemme 7.5 Soit k C K une extension de corps, de degré de transcendance 0, c¢’est-
a-dire que tout élément de K est algébrique sur k, et supposons car.k = 0. Alors

Démonstration. Soit 6§ € K ; 0 satisfait une équation algébrique minimale P(#) = 0
a coefficients dans k. Soit P(X) = XV 4+ an_1 XV~ 4+ ... +ag. La régle de Leibniz
montre que

0=d(P(#)) = NoN"1do 4+ (N — ay_16~2d0 + ... = P'(h)d6.

Comme P’(0) # 0 (du fait que car.k = 0), on a donc df = 0. |

Lemme 7.6 Soient A C B C C des inclusions d’anneauzr. Alors on a une suite
exacte :
Qp/a®@pC — Qc/a — Qc/p — 0

de C-modules.

Démonstration. Cela résulte de la présentation de Q¢ 4 et Q¢/p. L'exactitude au
milieu reflete le fait que les nouvelles relations pour ()¢, viennent de db =0, b € B.
|

Lemme 7.7 Supposons car.k = 0 et soit k C K une extension de corps de degré
de transcendance n. Alors Qg = K".

Démonstration. Montrons d’abord que g/, est engendré sur K par d X1, ..., dXp,
ou K est de degré de transcendance nul sur L C K, L = k(X;,...,X,). Comme
K g’écrit comme une succession d’extensions purement transcendantes de degré
de transcendance 1 suivies d'une extension algébrique, les deux lemmes précédents
montrent qu’il suffit de se ramener au cas ou K = k(X). Tout élément de K s’écrit
donc m = P(X)/Q(X), ou P,  sont des polynémes en X a coefficients dans k. On
a alors

Q(X)m = P(X),
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et la regle de Leibniz montre que
Q' (X)mdX + Q(X)dm = P'(X)dX.

Il en résulte que 2 (x) /1, admet le générateur dX. Ce générateur n’est d’ailleurs pas
nul car 'application

fF(X) = f1(X),
ou pour f(X) = % € k(X), on pose f'(X) = P/(X)Q(ng(X)Q/(X), avec P'(X) =
> ia; XL pour P(X) = Y, ;X" € k[X], qui envoie X sur 1, est une dérivation

non triviale de k(X).
Ce qui précede montre que g/, est engendré sur K par les dX;. Il reste a voir

que les dX; sont indépendants sur K. D’apres la propriété universelle de Qp g, il

0

suffit de construire des k-dérivations 7%, sur K ayant la propriété que

o .
—(X;) =6
8XZ ( ]) (2
Une telle dérivation existe naturellement sur k(X1, ..., X,,). D’autre part elle s’étend

uniquement a K, car si § € K satisfait une équation

P(0) := 9”—|—Z&j0j =0, a; €L,

j<n
on doit avoir par la regle de Leibniz
0 ; 0 oa; . :
o 07) =0=P'(0 0 2)¢?
j<n j<n
ce qui détermine %(0) car P'(9) # 0. ]

7.2 Faisceau des différentielles

On va maintenant considérer un k-schéma de type fini X et introduire le faisceau
des différentielles de Kahler 2y /. On a le lemme suivant :

Lemme 7.8 Soit A C B une inclusion d’anneauxr commutatifs et soit S C B une
partie multiplicative. Soit Bg le localisé de B suivant S. Alors

Qps/a=Qp/a ®p Bs.

Démonstration. On a une application naturelle de Q5,4 ®p Bg dans g/, qui
est donnée de la facon suivante : Soit dg la différentielle de Bg sur A. La restriction
de dg a B satisfait les propriétés 1 et 2, et donc on a par la propriété universelle,
une application de B-modules 25,4 — {lp /4 qui s’étend, puisque Qp /4 est un
Bg-module, en un morphisme

QB/A ® Bg — QBS/A'
Inversement, pour construire une fleche de Qg /4 dans Qg4 ® Bs = Q24 g, il suffit
de construire une A-dérivation dy de Bg a valeur dans Qp/4 5. Si m € Bg, il existe
s € 5, tel que sm € B. Posons
dm = s~ d(sm) — s~ lmds € Qp/a,s-

Il faut vérifier que c’est indépendant du choix de s. Le fait que c¢’est une A-dérivation
est clair.
|
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Soit X = Spec A un schéma affine, ou A est une k-algebre de type fini. Soit
M = Q4 i, qui est un A-module (de type fini, voir plus loin). Pour tout f € A, on
a Qs p = Qa,/k par le lemme 7.8. De méme, pour tout x idéal premier de A, on a
Qasku = Qa,n (rappelons que A, est le localisé relativement & S = A\ p).

Le faisceau cohérent M associé & M sur S ‘pec A est donc le faisceau des différentielles
de Kahler, qui & tout ouvert affine Spec Ay associe le module des différentielles de
Kéhler de Ay relativement a k. Il en résulte que si X est un k-schéma de type fini
arbitraire, on a un faisceau cohérent {1x /. sur k, obtenu en recollant les faisceaux
cohérents décrits plus haut sur les ouverts affines. Le germe de ce faisceau au point
z € X est Qoy k-

Le fait que si A est une k-algebre de type fini, {24/, est un A-module de type
fini résulte du fait suivant :

Proposition 7.9 Soit 0 — I — B — B’ — 0 une suite exacte, ot I est un idéal de
B, et l’anneau B est un A-module. Alors on a la suite exacte de B'-modules :

I/IQ — QB/A ®B B, — QB’/A — 0
Démonstration. La fleche /1% — Qp JA® B’ est induite par la fleche composée :
d: I — QB/A — QB/A ®B B/.

Du fait de la régle de Leibniz, cette fleche s’annule sur I2. La surjectivité & droite
résulte de la présentation de Qp//4. Le composé est nul a cause de cette meéme
présentation. Il reste a voir I’exactitude au milieu. Elle est due a la présentation de
Qp/a® B, Qpiya et alaregle de Leibniz. En effet, Qp/ /4 est engendré sur B’ par
les db/, b/ € B’, avec les relations

da =0, a€Im(A— B), db't")=vadb" +b"dv', v', v € B'. (45)
Or Qp/4 ®p B’ est engendré sur B par les db, b € B, avec les relations
da=0, a € Im(A— B), dbt")=bdb" +b'dV, ¥, b" € B, (46)

ot I/, b sont les images respectives de V' et b dans B’. Les relations (46) s’envoient
donc surjectivement sur les relations (45), de sorte que le noyau de la fleche

QB/A ®B B, — QB’/A

est engendré par le noyau de la fleche naturelle de B’-modules entre le B’-module
libre engendré par les db, b € B et le B’-module libre engendré par les db’, b/ € B’.
De toute évidence ce noyau est engendré sur B’ par les dj, j € I.

|

Corollaire 7.10 Si A est une k-algébre quotient de k[X1,..., Xyu], Qay, est un A-
module engendré par n éléments.

En effet, Q4 x, . x,]/k est le k[ X1, ..., Xp]-module libre de base d X7, ..., dX,,. (Mon-
trer...) -
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Fonctorialité. Soit ¢ : X — Y un morphisme de k-schémas. On dispose alors
d’un morphisme de “pull-back”

" " Qyyp — Qxyp-

Ce morphisme est obtenu en considérant le morphisme de faisceaux d’anneaux sur
X
—1
(;5* : (;5 Oy — 0 X-

Ce morphisme est un morphisme de k-algebres et il induit donc un morphisme de
faisceaux de ¢~ Oy-modules

¢* 1 ¢ Uy — Qi

qui & son tour induit

¢* 1 0"y, = 07Uy ®g-10, Ox — Qs

Le morphisme ¢* est appelé la différentielle de ¢.

7.3 Régularité

Soit A une k-algebre de type fini, et M un idéal premier de A. Considérons
I’anneau local O := A 4. C’est un anneau local d’idéal maximal M. Le corps résiduel
ko = O/M est une extension finie de k si et seulement si M est maximal. La
dimension n de O est alors égale a la dimension en M de Spec A, ou encore a la
dimension maximale d'un quotient A/u; ou p; est un idéal premier minimal de A
contenu dans M. La dimension d’un tel quotient integre est définie comme le degré
de transcendance sur k du corps Frac(A/p;) (cf section 1.4).

Lemme 7.11 On a n < rangy, M/M?>.

Démonstration. Supposons d’abord k = kg, de sorte que M correspond a un k-
point de Spec A. Soient my, ..., m; € M tels que leurs classes modulo M? forment
une base de M/M? sur k. Alors par Nakayama les m; engendrent 'idéal M. De
méme les P(m;) avec P homogene de degré r a coefficients dans O engendrent M",
ou encore les P(m;) avec P homogene de degré r a coefficients dans k engendrent
M" /M1 On en déduit que 1'on a une surjection

kl[z1,. .., 2] — O, (47)
obtenue en prenant les complétés de
klzy,...,z] — O,
P(xi,...,x2;) — P(g1,...,91)-

Le terme de droite de (47) est de méme dimension que O et le terme de gauche est
de dimension égale a [. D’ou [ > dim O.
Le cas général s’en déduit par un changement de scalaires. ]
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Définition 7.12 L’anneau local O est dit régulier si on a ’égalité n = rangy, M/ M?.
Dans ce cas, les m; utilisés plus haut sont appelés des paramétres locauz pour O.

La démonstration ci-dessus montre que si O est régulier, il est integre et en particulier
réduit. En effet, si le corps résiduel est isomorphe a k, (ce qu’on peut supposer par
un changement de scalaires), son complété formel est isomorphe & un corps de séries
formelles a n variables.

Définition 7.13 Un k-schéma X de type fini est dit lisse si ses anneaux locaur aux
points fermés de X sont réguliers.

On va supposer désormais que car. k = 0.

Proposition 7.14 Supposons X irréductible et réduit. Alors X est lisse si et seule-
ment si Qx /. est localement libre de rang n = dim X.

On doit utiliser le résultat suivant :

Lemme 7.15 Soit x un point fermé de X correspondant a un idéal mazimal M d’un
anneau A tel que U = Spec A est un ouvert affine de X . Alors on a un isomorphisme
de k(x)-espaces vectoriels :

M/M? = Qy . Q0 , k().
Démonstration. On utilise la proposition 7.9 appliquée au morphisme surjectif
OXJ; — ]{7(.%),

de noyau M. Comme k(z) est une extension algébrique de k, on a, par le lemme
7.5, Q)i = 0 et cette suite exacte fournit donc :

MM = Qx R0y, k(z) — 0.

Il reste & montrer que cette fleche est un isomorphisme.

Supposons d’abord k(x) = k. Alors on construit un inverse de la fleche ci-dessus
en utilisant la propriété universelle de 2x ;. ,. Pour cela, considérons I'application
evy : Ox » — k(z) = k de noyau M. Comme on a aussii : k — Ox , (les constantes),
on a donc une application

D, : Ox, — M/M?,

qui & f associe la classe de f — i(evy(f)) modulo M2. On vérifie que c’est une k-
dérivation de Oy, & valeurs dans le k-espace vectoriel M/M?, qui est donc induite
d’apres le lemme 7.2 par un morphisme de Qx, — M /M?2. Un tel morphisme
fournit aussi

Qx. @k — M/ M.

Le cas général se fait par une extension des scalaires k& C k(x), ou Xj(,) est un
k(z)-schéma de type fini, avec un k(z)-point . On doit vérifier que QXk(z)/k(m) est
simplement le faisceau (2x/;, étendu a Xj(,), ce qui résulte immédiatement de la
définition. [
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Démonstration de la proposition 7.14. Comme X est irréductible, on a
Qx/k,gen = Qp(x)/k qui est un k-espace vectoriel de rang n = dim X par le lemme
7.7. Dire que Qy/; est localement libre équivaut par le lemme 7.16 suivant a dire
que pour tout point fermé x de X, on a

Tangr(z)tx ke © k(T) = rangex)Qx/k.gen-

Dans notre cas, le terme de droite est égal a dim X et le terme de gauche est égal
a mngk(x)./\/lw/./\/lg par le lemme 7.15. Donc I'égalité des rangs équivaut au fait que
les anneaux locaux de X aux points fermés sont réguliers. [

On a utilisé le fait suivant.

Lemme 7.16 Soit X un k-schéma irréductible et réduit et F un faisceau cohérent
sur X. Alors F est localement libre si et seulement si

rangyx)Fgen = rangy ) Fe @ k(z)
pour tout point fermé de x.

Démonstration. Soit x un point fermé de X et supposons qu’on ait
rangyx)Fgen = TaNGg(z)Fr @ k(x) := N.

Soit aq,...,an € F, tels que leurs réductions modulo M, F, forment une base de
Fr @ k(x) sur k(x). Alors par Nakayama, les «; engendrent F,. Il en résulte que les
a; engendrent Fge,, sur k(X). Comme on a I’égalité des rangs sur k(X), le noyau de
I’application

OX.— Fa

donnée par les o est trivial. Donc cette fleche est un isomorphisme et il en résulte que
c’est un isomorphisme au voisinage de x. Donc F est localement libre au voisinage
de z, et comme les points fermés sont de toute évidence denses dans X, F est
localement libre. La réciproque est évidente. [

7.4 Résolutions finies

Théoréme 7.17 Soit (O, M) un anneau local régulier noetherien qui est le localisé
d’une k-algébre de type fini, de corps résiduel ko = O/ M. Alors on a une résolution
finie du O-module ko par des O-modules libres de rang fini.

Démonstration. Soient g;, ¢ = 1,...,dimO = n des éléments de M dont la
réduction modulo M? forment une base de M /M? comme kg-espace vectoriel. Soit
V le O-module libre de base e;, et considérons le complexe de Koszul K. défini par

7
K; = /\V, 5i(6j1 AR /\eji) = Z (_1)lgjzej1 N...€j...N\ej,.

1<I<s

Les premiers termes de ce complexe sont évidemment

O" — 0, (a;) — Zgi%
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dont I'image est M par Nakayama. Il faut montrer que ce complexe est exact. Or la
suite g; est une suite réguliere dans 0. En effet, O est integre de dimension n et M
est engendré par les g;. Donc

dimO/ < gi,...,gn >=dimko =0=dim O — n.

On applique alors la caractérisation donnée dans la section 3.4 des suites réguliéres.

Or la différentielle de Koszul § envoie chaque terme /\z V ® MJ dans /\i*1 Ve
MIFL Pour voir I'exactitude du complexe de Koszul K., il suffit de vérifier 'exac-
titude des complexes de Koszul GrJ(K.), définis comme les gradués du complexe de
Koszul pour la filtration F donnée par FIK; = MI7'K;.

En effet, supposons l'exactitude de ces derniers pour tout j. Alors si on a a; €
K;, §(a;) = 0, on trouve que a; € I'm § modulo M’ pour tout j, ce qui entraine que
a; € Imé.

Or d’apres la proposition 3.14, on a M7 /ML = k[ Xy, ..., X,,];, (partie graduée
de degré j), ou l'isomorphisme inverse envoie P(Xy,...,Xy) sur P(g1,...,9n) €
MIJ MIHL

On est donc ramené a montrer que le complexe de Koszul

i+1 % i—1
ANV @ kX, Xy = AV @E[X1, .. X = A\ V@ko[Xy,. .., X0]. .. (48)

ou les différentielles sont ko[ X1, ..., X,]-linéaires et données par

5(61'1 VAN eil) = Z(_l)inse’il Ao €y N €;,

S

est exact.
Une preuve de ce résultat consiste a utiliser les théoréemes d’annulation pour la
cohomologie de ’espace projectif ]PZ’;l = Proj ko[X1,...,X,]. Sur PZ;l, on voit V

comme une base de H O(Pzgl, O(1)), et on a la fleche d’évaluation
T:V® OPZ_l — 0(1) — 0.
0

De fagon évidente, cette fleche surjective fournit pour tout [ un complexe exact de
faisceaux localement libres sur IP’Z()_l :

i+1 i i—1
Aveoi-1)-Aveol) - AVeol+1)—... (49)

ou les différentielles § sont O-linéaires et données par

deiy, N Nejy) = Z(—l)sr(eis)eil Ao €y Neg,.

s

Clairement le complexe de Koszul (48) est la somme directe sur [ € Z des sections
globales des complexes (49). Le fait que ces complexes restent exacts au niveau des
sections globales est en fait une conséquence de I’annulation des H i(IP’Z(:l, O(l)), 0 <
i <mn—1 (théoreme 2.36) et de 'annulation de H"_I(on_l, O(l)) pour I > —n+1
(théoreme 2.38), comme le montre le scindage du complexe ci-dessus en suites exactes
courtes.

|
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Corollaire 7.18 Soit O un anneau local noetherien régulier qui est le localisé d’une
k-algébre de type fini. Alors tout O-module de type fini M admet une résolution finie
a gauche par des O-modules libres de type fini.

Démonstration. Comme M est de type fini, il existe une surjection O™ — M — 0.
Comme O est noethérien, le noyau K de cette surjection est de type fini et il existe
donc une surjection

0"t — K —0.

On peut continuer ainsi jusqu’au cran n, ce qui donne une résolution a gauche de la
forme :
0O—-M -0 1! - ... -0 5 M—D0.

On se propose de montrer que M’ est un O-module libre. On utilise le lemme 7.19
suivant. Il suffit donc de montrer que Tor{ (M, ky) = 0. Or en scindant la résolution
ci-dessus en suites exactes courtes

0—>]\4'Z‘_|_1—>(’)7"i—>]\4'i—>()7
ou M,, = M’ et My = M on trouve que
Torf (Mit1, ko) = Tor{ (M;, ko), 1 > 0.

Il en résulte que Tory (M’ ko) = TorS, (M, ko). Or ceci vaut 0 car ko admet une
résolution a gauche de longueur < n par des O-modules libres.
|

Lemme 7.19 Soit O un anneau local noethérien de corps résiduel ky. Un O-module
de type fini M est libre si et seulement si Tor{ (M, ko) = 0.

Démonstration. Soit m; € M, 1 < i < N des éléments tels que leurs réductions
modulo MM forment une base de M ®@kg. Alors les m; engendrent M par Nakayama,
et on a une surjection ON — M — 0 donnée par les m;. Soit R le noyau, qui est
un O-module de type fini. La surjection ci-dessus induit un isomorphisme apres
tensorisation par kg. Mais d’autre part on a la suite exacte des Tor :

Tor®(M, ko) — R® ko — kY — M @ kg — 0.

Comme Tor{ (M, ko) =0, on a R® kg = 0, et donc R = 0 par Nakayama.

7.5 Sous-variétés lisses et éclatements

Soit Y un k-schéma lisse de type fini, et soit X C Y un sous k-schéma lisse
connexe, défini par le faisceau d’idéaux Z.

Proposition 7.20 X est alors localement intersection compléte. Le faisceau T /T>
est un faisceau de Ox-modules libres, et l'on a la suite exacte

0—Z/I% = Qyx — Qx — 0 (50)

de faisceaur de Ox-modules libres.
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Le faisceau Z/Z? est appelé le faisceau conormal de X dans Y. Son dual, le faisceau
normal de X dans Y est noté Ny

Preuve de la proposition 7.20. On sait d’apres la proposition 7.14 que les
faisceaux y/p x et {2x /3, sont localement libres de rangs respectifs dim Y et dim X
respectivement (ot ’on suppose ici X connexe pour simplifier). D’autre part on a
la suite exacte de la proposition 7.9

Ix/I5% — Qyx — Qx — 0. (51)
Soit ‘H le noyau de la fleche de restriction. On a donc une surjection
Ix/I% —H

et ‘H est localement libre sur X comme noyau d’une application surjective entre
faisceaux de O x-modules libres. De plus H est de rang égal a rang Qy | x —rang Qx =
dimY —dim X :=e.

Soit z € X ; dans un voisinage ouvert suffisamment petit U de = dans Y, soient
91,---,0c € D(UNX,Z/T?) tels que leurs images dans H forment une base de H sur
Ox, et soient ¢1,...,9. € ['(U,Zx) des relevements de g1, . .., g dans Zx.

Soit X’ C U le sous-schéma défini par g1, ..., ge. On va montrer que X = X’ au
voisinage de x. Notons que comme Zx/(U) est engendré par gi,...,g. € Zx(U), on
a l’inclusion schématique

XNnUcCcX'nU.

Mais d’autre part, le critere jacobien (lemme 7.21 suivant) dit que X’ est localement
intersection complete et lisse de codimension e au voisinage de z. En particulier X’
est irréductible et réduit au voisinage de . Comme X et X’ sont irréductibles de
la méme dimension au voisinage de x, on en déduit qu’il existe un ouvert V C Y
contenant x tel que X NV = X’ NV schématiquement. Donc X est aussi localement
intersection complete.

De plus, on a en fait ZTxy = Zx/ dans V, et en particulier on en déduit que Zx est
engendré par g1, ..., ¢ge. Il en résulte qu’'on a en fait

Ix/T% =H

et donc que Zx /Z% = H est localement libre sur X de rang dimY — dim X.
De plus, comme Zx /Z% = 'H, la suite (50) est exacte par définition de H. |

Le critere suivant pour la lissité d’un sous-schéma est appelé le critere jacobien.

Lemme 7.21 SiY est un k-schéma de type fini lisse et X' CY est un sous-schéma
décrit par des équations g, ..., ge ayant la propriété que les différentielles dg; somt
indépendantes dans Qy |, en tout point x de X', alors X' est lisse de codimension e.

Démonstration. Soit Z’ le faisceau d’idéaux de X’ dans Y. L’hypothese est que
7' est localement engendré par e éléments aux différentielles indépendantes en tout
point de X’. Pour tout z € X', la fleche

dy : I’/MxI’ = I; ®@Y,I k(x) — QY|:(:
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est injective de rang e. De fagon équivalente, la fleche
T /17 @0y, , k(@) = Qyjp = My /M3

est injective de rang e. Soit AV, I'idéal de x dans X’. Alors NV, /N2 est le quotient de
M/ M2 par I'image de Z/, C M, dans M,/ M?2. Comme cette image est de rang
e, et que Y est lisse de dimension n, on conclut que

dim p No /N2 =n —e.

Mais d’autre part, X’ étant défini par e équations dans un schéma, lisse de dimension
n, son anneau local Ox ;, est de dimension > n — e.
Il en résulte par le lemme 7.11 qu’on a en fait

dlkaNx/sz = dim OX/,x

c’est-a-dire que Oy, est régulier. En particulier X’ est réduit et irréductible au
voisinage de x.
Par ailleurs, on a vu ci-dessus que la suite

0—T'/T?% — Qyixr — Qxr — 0,

est exacte, et que la fleche de gauche est injective sur les fibres en tout point x de
X' (c’est-a-dire apres tensorisation par k(z)). Il en résulte d’apres le lemme 7.22
suivant que Z’ /I/2 est localement libre sur X’ de rang e et que Qx/ est localement
libre. Comme on sait que X’ est irréductible et réduit, on peut alors appliquer la
caractérisation 7.14 pour conclure que X' est lisse. [

Lemme 7.22 Soit O un anneau local noethérien d’idéal maximal M, de corps
résiduel ko = O/ M, et soit M un O-module engendré par e éléments. Soit

f:M—-0O"

un morphisme ayant la propriété que la fleche induite M Qo ko — ki est de rang e.
Alors M est libre, [ est injectif, et le conoyau de f est libre.

Démonstration. Considérons la fleche O¢ — M donnée par un choix de générateurs
de M. L’application composée g : O°¢ — O" satisfait la propriété que ’application
induite modulo M

gk — kg

est injective, puisqu’elle est de rang e. Soit & : kK — k{ un inverse a gauche de g,
c’est-a-dire
gog=1 dk(e) .

Soit o : O™ — O° un relevement de 7. Alors g o g : O¢ — OF° est inversible car son
déterminant vaut 1 modulo M. Soit 7 son inverse. On trouve alors que 7 o o est un
inverse a gauche de g. Mais comme g admet un inverse a gauche, f admet aussi un
inverse a gauche. Il en résulte immédiatement que M est libre, f est injectif, et le
conoyau de f est libre.

|
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Remarque 7.23 Pour un sous-schéma localement intersection complete de faisceau
d’idéaux Z, il est toujours vrai qu’on a la suite exacte

O—>I/Iz—>Qy‘X—>QX—>0,

ot le faisceau Z/Z? est localement libre de rang dimY — dim X sur X. On a donc
un faisceau conormal localement libres. Néanmoins, si X n’est pas lisse, la suite ci-
dessus n’est pas une suite exacte de faisceaux localement libres, et elle ne reste pas
exacte en tout point, c’est-a-dire apres localisation en z et tensorisation par k(z).

Fibré canonique. Le fibré canonique d’un k-schéma lisse de type fini Y de dimension
n est le faisceau inversible défini comme la puissance extérieure maximale

Ky = /\Qy

du faisceau localement libre Qy de rang n. De la suite exacte (50), on déduit en
prenant les puissances extérieures maximales un isomorphisme canonique (la formule
d’adjonction) :

KX gKy|x®d€tNx/y, (52)

ou le déterminant d’un faisceau localement libre est le fibré en droites donné par sa
puissance extérieure maximale.

Il se trouve qu’on peut définir un fibré canonique pour certaines variétés sin-
gulieres, dites Gorenstein. Cette catégorie inclut les sous-variétés X C Y localement
intersections completes, avec Y lisse, et on a aussi dans ce cas la formule d’adjonction

KX = KY\X & detNx/y.

Le fibré canonique apparaitra sous la forme du faisceau dualisant dans la section

7.5.1 Eclatements

Soit X un k-schéma de type fini irréductible et soit Z C Ox un faisceau d’idéaux
non nul sur X. L’éclatement X7 de X le long de 7 est défini comme

)A(:I = Proj ®r>0Z".

Cela signifie que X7 est obtenu en recollant les schémas Proj ©p>o I" définis au-
dessus des ouverts affines U = Spec A de X, ou I =T'(U,Z), au-dessus des intersec-
tions U; N Uj, via les isomorphismes naturels.

Comme tout schéma “Proj”, X7 posséde un faisceau inversible O(1) (cf section
2.3.2). Par définition, les sections de ce faisceau O(1) sont obtenues sur un ouvert V'
de X7 on f # 0 pour un élément homogene f € ©p>0l", en prenant les éléments de
degré 1 de l'algebre ©3>0Z" localisée le long de f. Soit 7 : )Z'I — X le morphisme
canonique.

Lemme 7.24 Le faisceau O(1) de XI est canoniquement isomorphe a l’tmage in-
verse de l'idéal I, c’est-a-dire l'image dans Oﬁz de TT.
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Démonstration. Par définition de O(1), et du fait que l'algebre @p>¢Z" est en-
gendrée en degré 1, on a une application surjective 7*Z — O(1). Par ailleurs on a
une application naturelle 7*7 — O <, induite par l'inclusion Z C Ox, induisant

7 — m*0x = OXI'

L’image de cette fleche est par définition I'image inverse 7*Z.0O %, de 7.

On va montrer que 7*Z.0 ¢, est inversible et que ces deux fleches ont le méme
noyadu.

C’est un probleme local, et donc on peut supposer que Z est globalement engendré
sur X. Soient aq,...,a, des générateurs pour I, et soit W le k-espace vectoriel de
base A;,i=0,...,7. On a une application surjective

e: ®Sym'W @ Ox — T

envoyant A; sur a;, qui est un morphisme surjectif d’Ox-algebres graduées. Cette
surjection fournit un plongement

X7 C X x; P(W¥).

Notons qu’on a évidemment e(a;A; — ajA;) = 0, et on en déduit que les fonctions
(homogenes en les secondes variables) 7*a; A; —7*a; A; s’annulent sur )~(I. Soit main-
tenant x € )A(:I un point. Alors on a pour un I, A;(x) # 0, et les fonctions rationnelles
%’ sont définies en x. De plus les équations 7*a;A; — m*a;A; = 0, Vi, j, fournissent
dans OXI :
m™ra; = ﬁ;w*al,

montrant que l'idéal 7*I - O %, ost engendré par un seul générateur 7*a; qui est non
nul. Donc on a bien montré que cet idéal est inversible, car les anneaux locaux de
X7 sont integres.

Pour conclure, considérons les fleches composées (qui sont surjectives a valeurs

dans des fibrés en droites)
[fWe0e — 'l — O(1),

et
g:W®OXI—>7T*I—>7T*I-OXI.
On va vérifier que leurs noyaux coincident. Par définition de O(1), le noyau W, C W
de f au point x est engendré par A; — %(x)Al. Pour ce qui est de g, comme on a
les relations
Tra; = é7T*a
% Al s

on trouve que le noyau de g au point x contient aussi les A; — %(m)Al qui sont

envoyées par g sur a; — %(w)al. On en conclut qu’on a une application surjective
o(l) - n*T - OXI’

et comme les deux faisceaux considérés sont inversibles, cette application est nécessairement
un isomorphisme. ]
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Exemple 7.25 Supposons que T est un faisceau inversible. Alors on a X7~ X et
o) =1.

En effet, localement Z = O, de sorte que

et Proj O[X] = X. Le faisceau O(1) est I'image inverse de Z donc égal a 7. |

Diviseur exceptionnel Le diviseur exceptionnel E de 1’éclatement est le sous-
schéma défini par le faisceau d’idéaux inversible 7717 - O €, Si Z est le sous-schéma

défini par Z, 7 fournit un isomorphisme X7\ E = X \ Z, du fait Z = Ox en dehors
de Z, et par 'exemple 7.25.

Lemme 7.26 Le diviseur exceptionel est isomorphe a Proj @i>o THTHY, ou lVon
voit @leIZ/IlH comme un faisceau d’algébres graduées sur Z.

A montrer en exercice.

7.5.2 Propriété universelle

Théoreme 7.27 Soit I un faisceau d’idéauz sur X, un k-schéma irréductible. Soit
W un k-schéma irréductible de type fini et ¢ : W — X un morphisme dominant.
Alors il existe un morphisme v : W — Xz tel que ¢ = mo v si et seulement si
Uimage inverse I - Oy C Oy est un faisceau inversible. De plus 1 est unique.

Démonstration. La condition est nécessaire : en effet, supposons que v se releve
en 1. Alors

O O =T - O

et le terme de gauche est un faisceau d’idéaux inversibles car 7='Z-O ¢ est inversible
donc localement engendré par un seul élément, et de plus W est irréductible et
domine X7. (Noter que X7 est aussi irréductible, de corps de fractions isomorphe a
celui de X.)

Pour la réciproque, ¢’est un énoncé local au-dessus de X et donc on peut supposer
que X est affine, X = Spec A, et T est associé a I C A. On a 'application naturelle
I — = YI) - Oy et le terme de droite, disons £, est par hypothese inversible.
Plus généralement I induit aussi une surjection I — £®" pour tout n > 0. Par la
propriété universelle des Proj, I’application naturelle

oI" — oI'(L®™)

induit un morphisme ¢ : W — Proj @& I"™, dont on vérifie qu’elle releve .
L’unicité est claire vu que 7 est birationnelle et W irréductible, dominant X, de
sorte que ¥ est déterminé par v sur un ouvert dense de W. [

7.5.3 Cas localement intersection compléte

Supposons que I'idéal 7 soit localement engendré par une suite réguliere g1, . . . , g,
c’est-a-dire que Z soit localement intersection compléte de codimension 7.
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Lemme 7.28 On peut alors décrire ’éclatement de X le long de Z (c’est-a-dire de
T) localement de la fagon suivante : Soit U un ouvert de X ou Z est défini par r
équations. Alors m=Y(U) C X7 est réalisé comme le sous-schéma de U x PT—1 décrit
par les équations X;g; = X;g;.

Démonstration. On a en effet déja noté que ces relations ont lieu automatiquement
sur 1’éclaté. Il reste a comprendre pourquoi I’éclaté est exactement décrit par ces
équations. Revenant a la preuve du lemme 7.24, et introduisant de méme le k-
espace vectoriel W de base Xj;, on voit que les équations définissant localement
~ }Y(U) c )?I dans U x P"~! sont données par le noyau de 'application

e: ®Sym'W @ Ox — @I

envoyant X; sur g;.

Mais comme les g; forment une suite réguliere, le noyau de e est engendré par les
relations X;g; = X;g;. En effet, en dehors de Z, 'une des fonctions g; est inversible,
et les relations X;g; = X;g; fournissent X;/X; = g;/¢; de sorte que le quotient de
®Sym!W ® Ox par ces relations est isomorphe & ®Ox.

Le long de Z, on utilise le fait que

T/ T = Sym (T/T%) = W @4 Oy

pour conclure. [

Notons qu’on peut aussi voir 1’éclaté comme le graphe de ’application rationnelle
U — ]Pﬂ'—l

donnée par les g; (cette application est indéfinie la ou les g; s’annulent, c¢’est-a-dire
le long de 7).

D’apres le lemme 7.26, on voit que dans ce cas, le diviseur exceptionnel n’est
autre que le fibré projectif P(N/x).

Cas lisse. Considérons finalement le cas ou Z C X et X sont lisses sur k. On a
alors

Lemme 7.29 L’éclaté de X le long de Z, c’est-a-dire le long du faisceau d’idéaux
de Z, est lisse.

Démonstration. On utilise le fait que Z C X est localement intersection complete

de codimension e, et que les équations locales g1, . . ., g. définissant Z sont de différentielles
indépendantes le long de Z. Le lemme précédent donne alors e — 1 équations locales
pour 71 C X7 dans U x P*~!, & savoir, en un point = ot X; # 0,

_ X
g; = X, gi-

On vérifie que ces équations sont a différentielles indépendantes et on applique le
critére jacobien (lemme 7.21). n
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8 Cohomologie de de Rham algébrique

8.1 Complexe de de Rham

Soit X un k-schéma de type fini. On a le faisceau (2x/;, défini précédemment, de
germe Qo x, /k AU point u. Ce faisceau est cohérent et 1’espace de ses sections globales
sur un ouvert affine U = Spec A est le A-module €2,4,,. On a la fleche naturelle

d:A—>QA/k,

qui satisfait la regle de Leibniz, et par compatibilité avec les localisations, on en
déduit un morphisme de faisceaux

qui n’est pas un morphisme de faisceaux de Ox-modules, mais satisfait la regle de
Leibniz par rapport a la structure de faisceaux de Ox-modules :

d(fg) = fdg + gdf,

pour f et g deux fonctions localement définies sur X. Notons que cette applica-
tion d (qu’on appelle la différentielle) est cependant k-linéaire, c’est-a-dire est un
morphisme de faisceaux de k-espaces vectoriels.

Différentielle extérieure. On va supposer maintenant que X est lisse, de sorte
que Q) est localement libre. On dispose des puissances extérieures

Qe = N\ Qxsns

(cf exercice 2.11). On va maintenant construire

d: Qé{/k — Qf;'/lk,

par la formule suivante :
d(fdfy A...Ndf) =df Ndfy Ao A df;. (53)

Théoréeme 8.1 i) La différentielle extérieure est bien définie.
ii) Elle satisfait la régle de Leibniz

d(fa) =df Na+ fda

pour f € Ox.
ii1) De plus on a dod = 0.

Démonstration. On sait que Qx/;, est localement libre. La formule (53) définit
bien d dans une base locale dgi, ..., dgn, n = dim X, de Qx/; comme faisceau de
Ox-modules, ou les g; € Ox , sont des parametres locaux au voisinage de x € X.
Pour voir que cela fournit bien une définition cohérente, il faut voir que la
définition est indépendante du choix de la base. Faisons la démonstration pour ¢ = 1.
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Soit x € X et soit dgj, ..., dg, une nouvelle base de Qx/;, au voisinage de z, ot les

g: sont des parametres locaux au voisinage de x : alors on a
/
dgi = E a;;dg;
J

et pour montrer la cohérence, on doit prouver que

d(fdgi) = df Adg; = df N aijdg)]
J

=d()_ faidg}) =Y d(faij) A dg}.
J J
Or par la regle de Leibniz, on a
d(faij) = aijdf + fda;.
Il suffit donc de montrer que

> " daij Adg; = 0.
J

Cela résulte du fait que la matrice de fonctions a;; est donnée par

0gi

Qjj = ag(?
J

ou les dérivées partielles g—;i_ d’une fonction ¢ € Ox sont définies par la relation
J

I1 en résulte que

2 L. . .
ou 82,7(%;, est symétrique en j et k (lemme de Schwarz), comme on le voit en passant
1k9Y;

aux complétés formels en z.

Le point ii) est une conséquence immédiate de la régle de Leibniz (cf 2 de la

définition 7.1) pour les fonctions.

Pour le point iii), il suffit d’apres la définition de montrer que d(df) = 0. Ecrivons
dans une base locale dg; de Q1x au voisinage de z € X fournie par un systeme de

parametres locaux g; € Ox 4,
Z of
p dg; ’

On a alors par définition de d et des dérivées partielles :

0*f
d(df) = ———dg; Ndg,;.
L’équation d(df) = 0 résulte donc de la symétrie des dérivées partielles %&jcgj’

qui a déja été noté et se montre dans le cas des anneaux de séries formelles.
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Définition 8.2 Le complexe de de Rham (algébrique) /i de X est le complexe

0—O0x % QxS 0%, 5. 5%, —0,

oun =dimX et le terme Ox (qu'on peut voir comme Qg() est mis en degré 0.

C’est bien un complexe par le iii) du théoreme 8.1. Les termes sont des faisceaux
cohérents localement libres sur X mais la différentielle n’est pas Ox-linéaire. Les
différentielles sont k-linéaires et donc les faisceaux de cohomologie de ce complexe
sont des faisceaux de k-espaces vectoriels, et son hypercohomologie a naturellement
une structure de k-espace vectoriel.

Définition 8.3 La cohomologie de de Rham (algébrique) de X est définie par
Hyp(X/k) = H'(X, Q).

On rappelle que ’hypercohomologie d’un complexe borné a gauche de faisceaux F~
sur X est définie en considérant des résolutions injectives

F i, DU T Tt
de chaque faisceau F*, compatibles au sens oll on a des différentielles
telles que pour j fixé, chaque (Z7/,d7) est un complexe, et que 'on ait
bt o phi — pitld o gid . i _, TitLi+l (54)

De telles résolutions sont construites dans [12], 8.1.
On considere alors le complexe total (Z°, D) associé aux complexe double

7", Dy = D", Dy = (—1)'d"’

et on définit
HP (X, F)

comme la cohomologie du complexe I'(X,Z").
Une propriété cruciale de I’hypercohomologie est le résultat suivant :

Théoréme 8.4 Soit ¢ : F° — G un morphisme de complexes de faisceaux de k-
espace vectoriels sur X. Alors ¢ induit pour tout p un morphisme en hypercohomo-
logie

HP(¢) : HM(X, F") — HP(X, G),
et si ¢ est un quasi-isomorphisme, HP(¢) est un isomorphisme pour tout p.

On rappelle qu’un morphisme de complexes (de faisceaux) est un quasi-isomorphisme
s’il induit un isomorphisme sur la (les faisceaux de) cohomologie.

Dans la pratique, on peut remplacer les résolutions injectives par des résolutions
acycliques (cf [12], Proposition 8.12).

En particulier, comme nos faisceaux Q’X i sont des faisceaux cohérents, on sait
qu’ils sont acycliques sur des ouverts affines par le théoreme 2.29, et donc on peut
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remplacer les résolutions injectives QZX e T par la résolution de Cech relative a
un recouvrement affine de X.

Comme ces résolutions sont fonctorielles, elles commutent aux différentielles de
de Rham, et on obtient automatiquement la condition (54).

On calculera donc

Hip(X/k) = H*(X, Q)

comme la cohomologie du complexe simple associé au complexe double

Cp(u,Qg(/k), Dy =d, Dy = (—1)96. (55)

8.1.1 Produit

Le complexe de de Rham algébrique () Ik est muni d’une structure de produit
k-bilinéaire compatible avec les différentielles, c’est-a-dire d’'un morphisme naturel
de complexes

Dy /i Ok Ui = Ly

Ce morphisme est donné par le produit extérieur. C’est un morphisme de complexes
grace a la regle de Leibniz

da A B) =dan B+ (1) A dp.
On en déduit un produit U :
Hyp(X/k) ® Hjp(X/k) — Hyp® (X/k).
Ce produit est commutatif au sens gradué, c’est-a-dire satisfait
auf=(-1)*8uaq,

comme le produit extérieur.

8.1.2 Invariance par homotopie

On va supposer ici k de caractéristique 0.

Théoréeme 8.5 Soit X une variété lisse définie sur k. Alors
Hur(X xx A/k) = Hap(X/K),

ot l'isomorphisme est donné par le pull-back des formes différentielles :

oLy
pri :pry QX/k; - QXX;CA}v/k'
En particulier, pour o € Hyp(X X A}C/k), les restrictions de av a X Xt = X, pour

t € k= A}(k), ne dépendent pas de t € k.

Démonstration. Soit p :=pr; : X xkA,i — X. Il suffit de montrer que le morphisme
naturel

P QX/k - p*Q;XXkA}C/k

est un quasi-isomorphisme.

114



En effet, comme Papplication p est affine, on peut calculer HP (X x kA}C, Q )

X XkAk/k'
comme la cohomologie du complexe simple associé au complexe double de Rham-
Cech de associé au recouvrement affine p~1(U) de X x;, A}, ot U est un

Xxp ALk
recouvrement affine de X.
Or ce complexe simple n’est rien d’autre que le complexe simple associé au com-
plexe double de Rham-Cech de p*Q'XXk ALk associé au recouvrement affine U de

X, et donc c’est aussi 'hypercohomologie du complexe p, €} sur X. Sion a

montré que ce complexe est quasi-isomorphe via p* a Q' k> O applique le théoreme
8.4 qui montre que p* induit un isomorphisme en hypercohomologie.
Il reste donc a montrer que l'inclusion naturelle de complexes

P U d) = (R, s o) (56)

est un quasi-isomorphisme.

Soit o € Rop*Ql)(xkAi/k‘ Alors « s’écrit

a=d +dtApB,

ol o et (3 sont des sections de Rop*p*QlX Ik Rop*p*Ql);/lk respectivement. (§ s’écrit

localement ‘
ﬁ = Z tlﬁiv

i<m
ou les 3; sont des sections de Qé;/lk Comme car.k =0, on a t' = H%%(t”l), et donc
tdt A B; = d(itiﬂﬁ) — Lt"“dﬁ
! i+1 Yo+l v
Il en résulte que toute forme a € R%p, Q! est, modulo une forme exacte, dans

XXkAi/k
R%p, (p*QlX/k) . Soit maintenant

a=> ta; € ROp.(p*Qy ),
i
telle que da = 0. Alors on a
> tda;+ Y it Aa; = 0.
i i
Comme k est de caractéristique nulle, ceci entraine a; = 0 pour ¢ > 0, de sorte que

« est dans QlX/k C Rop*p*QlX/k.
Ceci prouve la surjectivité de (56) en cohomologie. L’injectivité se montre de

méme : Si o € le/k, a=4dg, g€ Rop*Ql);ikAi/k, on a vu qu’on peut supposer que
G ne comporte pas de dt, c’est-a-dire est dans Rop*p*Qg;/lk. Alors g =), <m t'3;

comme ci-dessus et d3 = « entraine que 3; = 0 pour ¢ > 0. Donc § € Qf;/lk
|
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8.1.3 Suite spectrale de Frolicher

Rappelons d’abord la notion de suite spectrale : on considere un complexe filtré
(K", d, F") dans une catégorie abélienne, c’est-a-dire que chaque objet K* admet une
filtration décroissante FV K avec FIK' = K*, j << 0, et qu’on a

d(F'K?) C F'KITL,
On construit alors une suite spectrale
E7137q = Hp-l-q(K')’

ot chaque EP4 est muni d'une différentielle d, : EP? — EPT™71 gatisfaisant la
propriété que

EV! = Kerd,/Imd,.
De plus, faisant I’hypothese que pour 4 fixé, la filtration F7V K" est finie, c’est-a-dire
satisfait FVK? = 0 pour N suffisamment grand, on a

EPY = Grh HPTM(K")
pour p+ q fixé et r suffisamment grand (dépendant de p+ ¢), ou la filtration induite
Fsur H' (K") est donnée par

 Ker (FIK! 3 [+

FH\(K') = AR Im (H(FIK') — H'(K")). (57)

Chaque terme EF'? est défini comme
Ef?q — va‘I/vaq’
ou
7P1 = {a € FPKPT do € FPYTRPTOTLL
1 —r+1,g+r—2
BP9 = pPHIRPTan Z0a 4 q(ZP7THITTE),

La différentielle d, : EP'? — EPT™7 "1 ogt induite par d : 227 — Fprgptatl,

On s’intéressera au cas de I’hypercohomologie d’un complexe de faisceaux borné
a gauche F~ sur un espace topologique X (supposons pour simplifier 77 = 0, j < 0).
Le complexe admet la filtration dite naive, qui consiste a poser

FiFIi=0,j<i FIFI =FI, j >4,
ce qu’on note
FU(F)=F="
On a, sous notre hypothese que le complexe est supporté en degré positif,
FOF =F.

De plus on a bien F*FJ/ = 0 pour 4 suffisamment grand.

Pour construire une suite spectrale convergeant vers 'hypercohomologie de ce
complexe de faisceaux et associée a la filtration F', on considére une résolution injec-
tive bornée a gauche Z* du complexe F ; sous notre hypothése, on peut supposer
par exemple Z7%* = 0 pour i < 0.
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Comme on I’a vu plus haut, 'hypercohomologie
HY(X,F)
est définie comme la cohomologie du complexe
Nx,s)
ou S est le complexe simple associé au complexe double
% d=d;+ (—1)ds.
Or ce complexe est filtré par les
FT(X,8)=T(X,F'S),
ot chaque 'S’ est le complexe simple associé au complexe double
F'T*=0,i>. FT*=1T" - ->i,
ou encore, E—
La suite spectrale induite converge vers I’hypercohomologie de F, et on a
EPY = EPY = Gr HPH (X, F),

pour r suffissamment grand (r > ¢ + 1 suffit), ou la filtration F' est induite par la
filtration naive sur F° par la formule (57).

Comme d’habitude, on peut remplacer ici les filtrations injectives par les filtra-
tions acycliques, par exemple de type Cech relativement & un recouvrement ouvert
affine, dans le cas ou le complexe est un complexe de faisceaux quasi-cohérents sur
un k-schéma quasi-projectif.

Considérons le cas ou X est une variété projective lisse définie sur k, et F~ est
le complexe de de Rham €y, . La filtration naive induit sur la cohomologie de de
Rham de X la filtration de Hodge. La suite spectrale associée décrite ci-dessus est
appelée suite spectrale de Frélicher ou suite spectrale de Hodge vers de Rham.

Cette suite spectrale nous dit tout d’abord que H}, r(X/k) est un k-espace vec-
toriel de dimension finie. En effet, on a tout d’abord d’apres la définition ci-dessus
des EP?, pour un recouvrement U de X par des ouverts affines,

EPY = CUU, 0%, dy = 0,
et donc
EP? = HY(X, ngk).
D’apres le théoreme 2.46, E*? est un k-espace vectoriel de dimension finie. Comme

les différentielles
. P9 p+r,q—r+1
dy : EPY — EP

sont k-linéaires, et

B = Ker (d, : EY1 —>+E713:ranr+1)
" —r.q+r—
d,.(EE~"1 )

)

on trouve que tous les EX'? sont de dimension finie sur k, et comme H ggq(X /k)
admet la filtration de Hodge avec gradué associé
EPtp>0,q20,p+q=Fk

des que r > p+ g + 1, on conclut qu’il est également de dimension finie sur k.
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8.2 Version holomorphe et théoréme de comparaison

Soit X une variété complexe compacte. Le fibré cotangent holomorphe Qx est le
fibré vectoriel holomorphe de rang n = dim X, obtenu en recollant les fibrés triviaux
engendrés par dz;, 1 < ¢ < n dans des cartes holomorphes via les transposées des
matrices jacobiennes des morphismes de changement de cartes. On note de la méme
fagon le faisceau des sections holomorphes de Qx. {2 x est donc un faisceau localement
libre de O x-modules.

Lemme 8.6 Si X = Y% pour une variété algébrique lisse complexe Y, on a

Démonstration. Le faisceau {ly ¢ est localement engendré sur Oy par les symboles
df ou f est une fonction rationnelle définie sur I'ouvert considéré. Les relations sont
données par la regle de Leibniz et le fait que d doit étre C-linéaire.

Il en résulte que Q“Y’}(C est engendré sur Oyan = Ox par les df, avec les relations
données par la regle de Leibniz pour les fonctions holomorphes et le fait que d doit
étre C-linéaire. Il suffit de vérifier qu’on a la méme présentation pour x, ce qui est
bien connu : (penser & Qx comme au dual de Tx, le fibré des dérivations, cf [12],
2.1.2). n

En particulier, si Y est projective, on a d’apres le théoreme 6.22, des isomor-
phismes canoniques, pour tous p, q :
HI(Y, Qi’,/(c) ~ HI(X, Q).
Corollaire 8.7 Y étant une variété projective lisse sur C, et X = Y% étant son
“analytisée”, on a des isomorphismes canoniques :

Hjp(Y/C) = H'(Y, Q) = H(X, Q).

Démonstration. On a une fleche naturelle ¢* de H(Y, Q'Y/(C) vers H' (X, Qy),
donnée par le morphisme d’espaces annelés ¢ : X — Y qui d’apres le lemme 8.6
est tel que gb*Q'Y/(C = O%.

En fait on a tout un morphisme de suites spectrales

BP(Y) — BP(X),

ou les deux suites spectrales sont les suites spectrales de Frolicher, associées a la
filtration naive sur les complexes Q'Y/(C et Q. En effet, ¢* est compatible a ces
filtrations.

Comme on I’a déja vu, les termes EP"? sont égaux respectivement a H?(Y, Q};//C)
et a H1(X, ng) Le théoréme de Serre montre donc que les suites spectrales sont
isomorphes via ¢* en E1, et il en va donc de méme pour tout FE,., et en particulier
pour E,,. Dés lors, le morphisme filtré ¢* : H'(Y, Q'Y/(C) — HY(X,Qy) induit un
isomorphisme sur les gradués pour la filtration naive, c’est-a-dire les E&, p+q = i,
et donc est un isomorphisme. [
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Revenons maintenant vers la cohomologie H' (X, ). On a :

Théoréme 8.8 Le complexe de de Rham holomorphe
d d ~m
0—-0x—>0x...> 0% —0

est une résolution du faisceau constant C sur X.

Démonstration. Une fonction holomorphe est localement constante si et seule-
ment si sa différentielle est nulle. Par ailleurs, il faut avoir le lemme de Poincaré ho-
lomorphe qui dit qu’une forme holomorphe « de degré q > 0 est localement exacte si
et seulement si elle est fermée. La preuve est identique a celle du lemme de Poincaré
différentiable. On écrit dans des coordonnées holomorphes locales z1, ..., 2z,

a= g ardzg,
I

ou les fonctions aj sont holomorphes. On utilise alors le fait qu’une fonction holo-
morphe f(z1,...,z;) s’écrit localement g—zgk ol g est aussi holomorphe.

On utilise ce fait comme dans la preuve du théoréeme 4.12 pour montrer le résultat
par récurrence sur le plus grand indice k apparaissant effectivement dans 1’écriture
de o. Pour kK = ¢, on a o = fdz1 A ... ANdzg et doo = 0 équivaut au fait que f ne

dépend pas des variables z;, i > q. Alors si f = g—i, on a

a=d(gdz N...N\dzg).
En général, si k > ¢, on écrit
a=do +dz ApB,

avec o, B telles que seuls les indices < k apparaissent effectivement dans leur
écriture. Soit § =), Brdzr, ou seuls les I C {1,...,k — 1} apparaissent. La condi-
tion da = 0 entraine que les B; ne dépendent pas des variables z;, i > k. Ecrivons
G; = g—gi, ou les gr ne dépendent pas de z;, ¢ > k. Alors

dzi, N\ 3 — d(z grdzr)
I
ne contient pas de dz; pour i > k, et donc o — d(>_; grdzr) ne contient pas de dz;

pour i > k. On peut alors appliquer I’hypothese de récurrence a oo — d(}~; grdzy). ®

Corollaire 8.9 Si X est une variété compleze, on a
HY(X,C) = H'(X,Qy).

En effet, dire que le complexe Q% est une résolution du faisceau constant C équivaut
a dire qu’il est quasi-isomorphe au faisceau C placé en degré 0. On applique alors le
théoreme 8.4. [
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En combinant ce corollaire avec le principe GAGA, on arrive ici & une conclusion
remarquable, due & Grothendieck : supposons que la variété complexe X est 'ana-
lytisée d’une variété projective Y définie sur C, X = Y ", Les C-espaces vectoriels
H(X,C) sont des invariants topologiques (relatifs & la topologie usuelle) de X, et
ne dépendent aucunement de la structure complexe. Les théoremes ci-dessus, qui
fournissent les identifications

H'(X,C) = H'(X, Qx) = H'(Y, Q)

montrent que ces invariants topologiques se calculent de fagcon purement algébrique
en considérant la variété Y qui est une variété algébrique abstraite définie sur C.

Une conséquence remarquable de ce fait est la suivante : supposons que Y soit
définie sur un sous-corps k C C, ce qui signifie que pour un plongement adéquat de
Y dans I'espace projectif, on peut choisir des générateurs pour I'idéal homogenes de
Y qui sont des polynomes a coefficients dans k. (Notons que toute variété complexe
est toujours définie sur un corps k assez petit, a savoir le sous-corps de C engendré
par les coefficients de polynémes Py, ..., Py engendrant 1’idéal homogene de Y : un
tel corps est petit puisqu’il est de degré de transcendance fini sur QQ.) On peut voir
cette hypothese en disant qu’il existe Y, une variété algébrique définie sur k, telle
que Y est obtenue par extension des scalaires de k & C. Le corollaire 2.34, (ou plus
précisément sa version en hypercohomologie, qui s’en déduit immédiatement comme
ci-dessus par un argument de suite spectrale) montre alors que

H(Y, Qy ) = H Yy, Qy, 51,) @5 C.

Ainsi, les groupes de cohomologie H* (X, C) sont munis d’une k-structure dés que X

est l'analytisée d’une variété algébrique Y définie sur un sous-corps k de C.
Supposons que k = Q. La cohomologie de Betti H'(X, C) est alors munie de deux

structures rationnelles : I'une est celle décrite ci-dessus, et provient de I’isomorphisme

H'(X,C) = H.p(Ye/e) = Hip(Yg/g) ® C.

L’autre vient du théoréeme de changement de coefficients pour la cohomologie de
Betti de X :
HY(X,C) = H(X,Q)®C.

Ces deux QQ-structures n’ont rien a voir. Leur comparaison donne lieu a la notion de
périodes arithmétiques [1].
8.2.1 Dégénérescence en F;

La théorie de Hodge (cf section 5) montre que la suite spectrale de Frolicher
d’une variété compacte kahlérienne dégénere en F;. En effet, la décomposition de
Hodge (théoreme 5.28), ot les HP? sont identifiés & H?(X, Q% ), montre qu’on a

bi(X) = dimcH'(X,C) = Y WX
ptq=i

avec hP1(X) := dimcHY(X, Q% ). Donc on a h?? = dimcE™.
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Par ailleurs, on a aussi
bi(X) =Y dimcERY,
ptq=i

ou E%! := EP? pour r suffisamment grand dépendant de p et g, puisque E%? est le
p-ieme gradué de H*(X,C), i = p + ¢ pour la filtration de Hodge.

On a vu que chaque Effl se déduit des E,zf/’ql par la formule

EPY, = Ker (d, : EPY —>+E71{’:r7“7q—r+1)
T = —
d, (BP9t

On a donc dimcEXY, < dimcEP?, et 'égalité pour tous p, ¢ équivaut a I'annulation
des différentielles d,.. L’égalité

> dimcEYT = ) dimeHY(X, Q%) = dimcH'(X,C) = Y dimcERY,
p+g=i p+q=i ptq=i

avec dimcERT < dim(cEf 1 entraine donc
dimcER! = dimcEVY, Vp, q

ce qui implique dimcE}, = dimcE?? pour tous r > 1, p, ¢ > 0, et donc que
d,=0,7>1.

Vu l’égalité notée plus haut (et conséquence du principe GAGA) des suites spec-
trales de Frolicher algébrique et analytique a partir de Fq, on en déduit que la suite
spectrale du complexe de de Rham algébrique d’une variété projective lisse définie
sur C dégénere en Ej.

Ce résultat est en fait valable pour une variété définie sur un corps de ca-
ractéristique 0 par le corollaire 2.34.

Deligne et Illusie [4] ont une preuve algébrique de cette dégénérescence en Ej,
qui recourt a la réduction a la caractéristique p.

8.3 Théorémes d’annulation et théoréme de Lefschetz

Comme observé par Kodaira et Spencer, les théorémes d’annulation 5.32 per-
mettent de donner une démonstration algébrique du théoréme de restriction hyper-
plane de Lefschetz :

Théoréme 8.10 Soit X C IP’kN une vari€té projective lisse de dimension n définie
sur un corps k de caractéristique zéro, et soit Y = PN N X une section hyperplane
lisse. Alors le morphisme de restriction

% l l
J* Hyp(X/k) — Hap(Y/k)
est un isomorphisme pour ! < n — 1 et est injectif pour k =n — 1.

On va procéder d’abord a diverses réductions. On montre d’abord :

Lemme 8.11 Le théoréme 8.10 est une conséquence du théoreme 8.12 suivant.
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Théoréme 8.12 Soit X C IP’{CV une variété projective lisse de dimension n définie
sur un corps k de caractéristique zéro, et soit Y = PN"1N X une section hyperplane
lisse. Alors le morphisme de restriction

J*HUX,Qh ) — HIY,Q0)

est un isomorphisme pour p+ q <n — 1 et est injectif pour p+q=n—1.

Démonstration du lemme 8.11. C’est un argument de suite spectrale. On a
déja vu que les cohomologies de de Rham de X et de Y sont les aboutissements de
suites spectrales de Frolicher associées a la filtration naive du complexe de de Rham.
Ces suites spectrales ont respectivement pour terme Ef .

HI(X, 0% ), HI(Y, 9% ).
Le morphisme j* induit un morphisme de suites spectrales, et le théoreme 8.12 dit
que ce morphisme est un isomorphisme en F ou est injectif dans les rangs concernés.
Cela entraine immédiatement que c’est un isomorphisme ou que c’est injectif en Eo,
dans les rangs considérés, du fait que chaque E, est la cohomologie du complexe
(Er—1,dr—1). Ceci montre que le morphisme de restriction

J* Hip(X/k) — Hip(Y/k) (58)

qui est un morphisme compatible aux filtrations de Hodge, induit un isomorphisme
sur les gradués. Comme les filtrations sont bornées, cela entraine que le morphisme
de restriction (58) est un isomorphisme.

|

Rappelons maintenant 1’énoncé du théoréme d’annulation d’Akizuki-Kodaira-
Nakano. Soit X une variété complexe, et soit L un fibré en droites holomorphe sur
X. Rappelons que L est dit positif si L peut étre muni d’une métrique hermitienne
dont la forme de Chern associée est positive (i.e. est une forme de Kéhler). Par le
théoreme de plongement de Kodaira (cf section 6.1), ceci équivaut au fait que L
est ample, c’est-a-dire que les sections holomorphes de L&Y pour N suffisamment
grand, fournissent un plongement

(I’NL:X—>]P>T.

Théoréme 8.13 Soit L un fibré en droites positif sur X, ou X est une variété
complexe compacte. Alors pour p+q <n:=dimX on a

HI(X, 2 (~L)) = 0.
Ici, la notation F(—L) signifie F ® L~! pour F un faisceau cohérent sur X.

Remarque 8.14 On a montré dans la section 5.6 la version duale du théoreme 8.13
(théoreme 5.32). La théorie de Hodge fournit & 'aide de l'opérateur * un isomor-
phisme

HI(X, Q% (-L)) = H" (X, Qy "(L))",

qu’on retrouvera plus loin algébriquement sous le nom de dualité de serre.
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Corollaire 8.15 Soit k de caractéristique 0 et X une variété projective lisse définie
sur k, L un fibré ample sur X. Alors pour p+q <n:=dimX on a

HY(X, Q% (~L)) = 0.

Démonstration. On a déja remarqué qu’une variété définie sur k (corps de ca-
ractéristique 0) est définie sur un sous-corps k' de k qui a un degré de transcendance
fini sur Q, et donc se plonge dans C. De méme pour le fibré en droites L. Si X et
L sont définis sur k', c’est-a-dire proviennent par extension des scalaires de X’ et
L' définis sur k', alors on peut appliquer le corollaire 2.34 aux extensions k' C k et
K cC:

HYUX, ¥, (=1) = HI(X, Q];('/k'(_L/)) w K,

HY(Xc, Q8 (-L) =2 HY(X' O, (L") @ C.

X¢/C X' /K
Or HY(Xc, Qg(c /C(—L)) = 0 par le théoreme de comparaison de Serre et le théoreme
8.13. Il résulte des deux égalités que HI(X, ng/k(—L)) = 0. |

Démonstration du théoréme 8.12 Le morphisme de restriction

Jp : QI)J(/k - Q{f//k

est la composition des morphismes naturels

QI;{ — Q?{ ® Oy = Q§(|Y (59)
QI)DQY —QF (60)

(les termes de droite sont des faisceaux sur Y, qu’on voit via ji, qui induit un
isomorphisme en cohomologie et que 'on omet généralement, comme des faisceaux
sur X).

I1 suffit donc de montrer que chacun des morphismes (59) et (60) induit un
isomorphisme sur la cohomologie de degré q pour p+¢q¢ < n—1 = dimY et une
injection pour p+q=n — 1.

Pour cela, on applique le corollaire 8.15 a X et a Y. Considérons d’abord le cas
de (59). On a la suite exacte :

0— QI;((—Y) — QI;( — ngy — 0.
La suite exacte longue associée et annulation H4(X, Q5 (=Y)) =0, p+¢ < dim X,
entrainent immédiatement que la fleche induite par (59)

HY(X, ) — HI(Y, 2% )

est un isomorphisme pour p + g < dimY = dim X — 1 et est injectif pour p + q =
dimY.
Considérons maintenant le cas de (60). On a la suite exacte conormale sur Y

0— Oy(—L) — QX|Y — Qy — 0,
ou on utilise I'identification

Oy(—L) =Ty Oy = IY/I%/

123



et la proposition 7.20.
Une telle suite exacte fournit aussi en passant aux puissances extérieures p-iemes :

0— ngl(—L) — QZ;('Y — Q) — 0,

La suite exacte longue de cohomologie associée et le théoreme 8.15 appliqué a Y
montrent donc que le morphisme induit par (60)

HI(Y, %) — HI(Y, Q)
est un isomorphisme pour p + ¢ < dimY et est injectif pour p+qg=dimY. [
Remarque 8.16 Il existe une version plus forte du théoreme 8.10, mais qui nécessite
k = C et des arguments topologiques. On peut alors supprimer ’hypothese que X
et Y soient lisses, pour ne garder que I’hypotheése que X \ Y est lisse, et d’autre part
remplacer la cohomologie de de Rham (c’est-a-dire de Betti a coefficients complexes,

d’apres Serre) par la cohomologie de Betti a coefficients entiers.
Cette version nécessite des arguments de topologie (cf [12], chap. 13).

9 Dualité de Serre

9.1 Fibré canonique

Supposons que X soit une variété lisse sur k£ de dimension n. Le fibré cano-
nique Kx de X est alors défini comme le fibré en droites \" Q x/k- On définira plus
loin le faisceau dualisant, qui a pour certaines variétés la vertu d’étre inversible, et
généralise le fibré canonique a certaines variétés singulieres (localement intersection
completes par exemple).
9.1.1 Suite exacte d’Euler

On va calculer ici Kpg.
Théoréme 9.1 Le fibré canonique de P} est isomorphe non canoniquement a
Cet isomorphe devient canonique par choiz d’un générateur de N\ HO (P, Opn(1)).
On doit tout d’abord introduire la suite exacte d’Euler qui décrit sz Ik
Proposition 9.2 On a une suite exacte naturelle

0 — Qpr (1) — H (P}, Opn (1)) @ Opn = Opn(1) — 0, (61)

ot la fleche de droites ev est donnée par l’évaluation des sections.

Démonstration. Soit V := H(P}, Opr (1)) et définissons la derniere fleche comme
la fleche d’évaluation des sections. Le fait que le noyau de cette fleche s’envoie natu-
rellement dans Qpr (1) est di & I'observation suivante : si on a une section o d'un fais-
ceau localement libre £ sur une variété X, on ne peut pas définir sa différentielle en
I’absence d’une connexion sur £. Cependant, si o s’annule au point x, la différentielle

d0'|m € Ox ®5‘$
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est bien définie, en prenant une trivialisation locale de £ au voisinage de x, et en
différentiant les coordonnées de o dans cette trivialisation. Cette différentielle en x
ne dépend pas de la trivialisation grace a la regle de Leibniz. En effet, un changement
de trivialisation modifie les coordonnées (o1, ..., 0,) de o par 'action d’une matrice
de transition :
0; = ZMijUj7 Mij € OX@,.
J

Différentiant, on obtient

dO'Z/' = ZMide'j + ZdMijUj-
J J

Mais comme les 0; s’annulent en x, on obtient :

(dof)e =Y Mij(doy)|, dans k(z)” ® Qx|
J

Ceci montre bien que le 7-uple ((do;)|,) se transforme comme un élément de ERQ x|,

Ceci fournit un morphisme du noyau de la fleche d’évaluation ci-dessus dans
Qpr (1). 11 reste & montrer que ce morphisme est un isomorphisme. Soit z € U;
AL C PP, ou U; est un ouvert standard, disons i = 0 et U; est défini par Xy # 0.
Xo, ..., X, fournissent une base de V', et sur Up, O(1) est trivialisé grace a la section
non nulle Xgy. Le noyau de la fleche d’évaluation est alors engendré sur Uy par les
sections de V' ® Oy,

ziXo — Xi,

ou Uy = A} = Specklz1,...,z), z = X;/Xo. Les différentielles de ces sections,
dans la trivialisation donnée par Xy, sont données par les dz;, qui forment bien une

base de Qazp /k.
|

Démonstration du théoréeme 9.1. On prend la puissance extérieure maximale
n + 1 dans la suite exacte (61). Cela donne un isomorphisme canonique

n n+1
A Qe /(1) ® Opn (1) 2 \ HO(PE, Opn (1)) @ Opn.
Le terme de gauche étant égal & Kpr(n + 1), le résultat est démontré. ]

Corollaire 9.3 On a un isomorphisme canonique
H"(P, Kpn) = k.

Démonstration. On sait que Kpn = Opn(—n—1), et d’autre part, le théoreme 2.38
nous dit que H" (P}, Opn(—n—1)) = k. Il en résulte un isomorphisme H" (P}, Kpn) =
k, et il reste seulement a comprendre pourquoi cet isomorphisme est canonique.
L’isomorphisme Kpn = Opn(—n—1) ci-dessus est fourni par la suite exacte d’Eu-
ler, et une trivialisation de A" H° (P%: Opp(1)). Rappelons que la base X, ..., X,
de H°(PY, Opyp (1)) étant choisie, on a trouvé dans la preuve du théoréme 2.38 un

générateur
1

Xo... X,
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de H™(P},Opn(—n — 1)) calculé comme la cohomologie de Cech de Opn(—n — 1))
relativement au recouvrement de P}’ par les ouverts standards. Par ailleurs, le choix

de coordonnées homogenes Xj,..., X, fournit un générateur Xy A ... A X, de
A" HO( i, Opn(1)). Si on a un nouveau systéme de coordonnées Xy, ..., X/, on a
n+1

XoA...ANX),=detM-XogA...NXy,dans [\ HO(P}, Opn (1)),
ou M est la matrice exprimant les X/ en fonction des X;. L’isomorphisme
o Kpp 2 O(—n —1)
déduit de la base X/ est donc égal &
det M~ -,

ou « est I'isomorphisme Kpr = O(—n — 1) déduit de la base X;. Pour voir que
I'isomorphisme (' : H"(P}, Kpn) = k contruit & 'aide de la base X coincide avec
I'isomorphisme 3 : H™ (P}, Kpn) = k contruit a ’aide de la base Xj, il suffit donc de
voir que le générateur v’ := X(’)..l.X;L de H™(P}, Opn(—n — 1)) est égal & det M~1 -,
ou u = ﬁ (les deux étant compris comme des cochaines de Cech relativement
aux recouvrements ouverts considérés).

Ceci est évident si la base X se déduit de la base X; par une transformation
diagonale. C’est aussi évident si la transformation est donnée par une permutation.

En général, on note qu’on a un caractere

X : Glyyi1(k) — K~

qui & une matrice de transformation M dont les vecteurs colonnes sont les X dans
la base X; associe ’élément o de k* tel que

u' = au dans H" (P, Opr(—n — 1)).

Un tel caractere est nécessairement une puissance du déterminant. Le cas diagonal
montre que c’est nécessairement det 1.
|

Remarque 9.4 On a l'isomorphisme de dualité de Serre H™(IP¢, Kpn) = C et par
ailleurs
H™(CP", Kgn) = H"(CP", Q) = H*"(CP",C) = C,

ot I'égalité H"(CP", Q%) = H?"(CP", C) provient de I'examen de la suite spectrale
de Frolicher de CP", et H?"(CP",C) = C est donné par intégration sur CP". Ces
isomorphismes ne commutent qu’a un coefficient pres avec ’isomorphisme de com-
paraison I*. En fait si on compose I'intégration sur CP" avec I*, on peut montrer
que le générateur de H" (Pg, Kpn) = C s’envoie sur (2¢m)".

Si X C P} est une sous-variété lisse, on a vu la formule d’adjonction (52), qui dit
la chose suivante : Z étant le faisceau d’idéaux de X dans Y, on a la suite exacte
conormale (cf Proposition 7.20)

0—7I/I%— Qpn|x — Qx — 0,
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ou /1% =: N% /pn €St localement libre sur X, et on a :
KX = KPTLI_X ® det NX/]P”

Cet isomorphisme est canonique. Ce calcul du fibré canonique permet d’étendre
la définition du fibré canonique aux variétés localement intersections completes. En
effet, si X C Y est localement intersection complete, on sait que le faisceau conormal
de X dans Y est localement libre, et on définit

Kx :Ky®d6tNX/y. (62)

Pour la cohérence de cette définition, il faut noter que si X C Y est localement
intersection complete dans une variété Y lisse, alors pour tout plongement X C Y’
dans une variété lisse, X est localement intersection complete dans Y’. De plus la
définition de Kx par la formule (62) est indépendante du choix de Y (utiliser le
plongement diagonal de X dans Y x Y7).

9.2 Ext et Ext

La catégorie des faisceaux de Ox-modules sur un k-schéma X possede assez
d’injectifs. Sur cette catégorie, étant donné un faisceau F de Ox-modules, on a
deux foncteurs exacts a gauche définis par F, 'un qu’on notera Homo, (F,:) a
valeurs dans la catégorie des faisceaux de Ox-modules :

G — Homo, (F,G),
l'autre qu’on notera Homp, (F,-) a valeurs dans la catégorie des k-espaces vectoriels
G — Homo, (F,G) =I'(X, Homo, (F,G).

Si G est un faisceau de Ox-modules, on définira Extfox (F,G) comme la cohomologie
en degré i du complexe Homo, (F,G"), ou

0—-G—Gg%— ...

est une résolution injective de G.
De méme on définira Ea:t’bx (F,G) comme la cohomologie en degré i du complexe
Homo, (F,G), ou
0—-G¢—¢g%— . ..

est une résolution injective de G.
L’indépendance du choix de la résolution est une généralité; elle est due au fait
que si

0—-J—-H—-G—0

est une suite exacte de faisceaux de Ox-modules avec J injectif, cette suite exacte
est scindée par l'injectivité de J, et donc on a des suites exactes associées

0 — Homo, (F,J) — Homo, (F,H) — Homo, (F,G) — 0,

0— Homo (F,J) — Homo, (F,H) — Homo, (F,G) — 0.
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Pour la méme raison, les £xt et les Ext sont des d-foncteurs a droite relativement a
G et a gauche relativement a F : une suite exacte courte :

0—-E—-H—-G—0

induit une suite exacte longue :

0 — Homoy (F,E) — Home, (F, H) — Homoy (F,G) — Ext'(F,E)....,
et une suite exacte courte
0->F—->F —>F"—=0
induit une suite exacte longue :

0 — Homo (F",G) — Homo, (F',G) — Homo, (F,G) — Ext (F",G)....

9.3 Le théoréme de dualité de Serre

On va énoncer le théoreme de dualité pour les variétés localement intersections
completes :

Théoreme 9.5 Soit X une variété projective définie sur k géométriquement connexe
et localement intersection compléte de dimension n. Alors on a canoniquement

H"(X,Kx) =k

et pour tout faisceau cohérent F sur X, l'accouplement naturel (de k-espaces vecto-
riels de dimension finie)

H'(X,F)® Ext}y '(F,Kx) — H"(X, Kx)
est parfait.

Corollaire 9.6 SiF est localement libre sur X , l’accouplement naturel (de k-espaces
vectoriels de dimension finie)

H'(X,F)@ H" (X, F* ® Kx) — H"(X, Kx)
est parfait.
Démonstration. En effet, il faut noter que si F est localement libre sur X,
Ext}y (F,G) = H'(X,F*®G). (63)

Ceci est du au fait que si F est localement libre, le foncteur G — Hom (F,G) est
exact car F est localement isomorphe a OF.
Or le foncteur Hom est un foncteur composé :

Hom (F,G) =2 T(X,Hom (F,G)).

Prenons une résolution injective Z* de G. Alors comme le foncteur G — Hom (F,G)
est exact,
F* @0y I =Homo, (F,T)

est une résolution de F* ®p, G. De plus, c’est en fait une résolution acyclique de
F* ®oy, G par le lemme 9.9. Donc la cohomologie du complexe

X, F*®o, 1),
qui calcule par définition Ext"bx (F,G), calcule aussi H (X, F* ®0, G).
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Démonstration du théoreme 9.5 dans le cas o X = P}. La preuve se
fait par récurrence descendante sur i. Soit F un faisceau cohérent sur Py. Il existe
d’apres le théoreme 2.43 une surjection

Opn(—1) = F

avec [ < 0, et r > 0 adéquats. Soit G le noyau de cette surjection, de sorte qu’on a
la suite exacte :
0—G— Opn(—l) = F—0.

Cela induit les suites exactes longues correspondantes :
— H'(P},G) — H' (P}, Opa (1)) — H' (P, F) — HH(BE, G)...
Eatgy (G, Kpn)* — Exty ' (Opn (1), Kpn)* — Eaty ! (F, Kpn)*

— Bty NG, Kpn)* — ...

On a des fleches verticales données par ’accouplement de Serre entre ces deux
suites exactes.

Ici il faut distinguer trois cas :

-Sii+1<mn:alors on a d’apres le théoréme 2.36

H (P}, Opa (1)) = 0 = H™ (P}, Opa (1)),
Bty (O (1), Kpn)* = H" (P}, Obu(l — 1 — 1))* =0,
et de méme
Eatfy (O (1), Kpn)* = H" L (B, Opa(l — 0 — 1))" = 0.
Les deux suites exactes se ramenent alors a
H' (P}, F) = HTY (P}, G),
Bty ! (F, Kpn)® = Extgy (G, Kpn)".

On peut donc dans ce cas appliquer 'hypothese de récurrence descendante sur .
-Sii=mn—1. Alors on a d’apres le théoreme 2.36

Hn_l( k> Opn (1)) =0,

Exty,, (Opa(=1), Kpn)* = 0.

Les deux suites exactes se rameénent alors &
0— anl( Z?f) - Hn( Zag) - Hn( Z?OI@"(_Z)) SR

0 — Eatp,, (F, Kpn)* — Eatdy,, (G, Kpn)* — Extd, (Opa(—1), Kpn)*.

Or on a vu dans le théoreme 2.38 que la fleche de dualité donne un isomorphisme
H" (B}, Opn (1)) & Bty (Opa(—1), Kpn)* = HO(PR, Opa(l —n — 1))".

Le lemme des cinq et I’hypothese de récurrence descendante permettent donc de se
ramener au cas ¢ = n.
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- Si i =mn. Dans ce cas on a
HH_l( Z?g) = 07
n—i—1 *
Ext o (g,Kpm) .

Les suites exactes ci-dessus deviennent donc
Hn( Z’g) - Hn( Z?OE""(_Z)) - Hn( Za]:) - 07

Extd,, (G, Kpn)* — Eatdy,, (Opa(—1), Kpn)* — Extdy,, (F, Kpn)* — 0.

La fleche de dualité est de plus un isomorphisme entre H" (P}, Op.(—1)) et
Emt%ﬂm (Opn(—1), Kpr)* par le théoreme 2.38 et I'isomorphisme Kpyp = Opr(—n—1).

Pour conclure, on recommence avec G, c’est-a-dire qu’on écrit G comme un quo-
tient de O, (—1'). En appliquant ce qu’on a fait précédemment & G, on trouve main-
tenant un diagramme commutatif ou les lignes sont exactes et les deux premieres
fleches verticales sont des isomorphismes :

HY (PR, O (<1)) = HYPRLOp(-1)  —  HY(PLF)—0
! ! ! |
E:Eto(’)ﬂm( ]?n(_l/)aKP")* — Ext%w( pn (1), Kpn)* — Eajt%m (F, Kpn)* — 0

Par le lemme des cing, on conclut que la fleche de dualité pour H™(P", F) est aussi
un isomorphisme.
|

Pour le cas général, on a besoin d’un résultat d’algebre commutative.

Proposition 9.7 Soient X etY des variétés définies surk. St X CY est localement
intersection complete de codimension e, avec Y lisse, on a canoniquement

/\ Nx/y = Ext%Y (OX, OY)

De fagon équivalente, par la formule d’adjonction (52) (définissant Kx dans le cas
ot X n’est pas lisse), on a

Kx = gxt%Y(OX,Ky).
De plus on a Extlby((’)x, Oy) = 0 pour i # e.

Démonstration. Soit localement g, . . ., g. une suite réguliere définissant schématiquement
X dans Y. On a vu alors que les dg; modulo Zx{)y engendrent N;(/Y = IX/Z%.
Soit V' le k-espace vectoriel de base v;. Le méme argument que dans la preuve du
théoreme 7.17 montre qu’on a localement une résolution finie de Ox par des Oy-
modules libres, appelée résolution de Koszul, et qui a l'allure suivante :

On pose K| = /\l V ®i Oy, sur lequel on définit la différentielle de Koszul ¢ :
K —K;_1:

O(vi, Ao Awyy) = Z(—l)sgisvil A Ui AN

S
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Clairement I'image de K1 = V ®, Oy dans Ky = Oy est 'idéal ZTx et on a un
complexe exact
0—-K,— ... Ky—0Ox —0

de Oy-modules libres.
On obtient donc ' .
Sxt}QY(OX, Oy) = H'K"),

ot K* est le complexe dual défini par K* = Homoe, (K;, Oy), la différentielle étant
adjointe de 4.

Mais il est facile de voir comme dans la preuve du théoreme 7.17 que ce complexe
est exact en degré # e, et que d’autre part sa cohomologie en degré e est isomorphe

N

a
e—1

Coker ( /\V ®(9y%/\V ® Oy),
VAU AU (<1 gt A AU

(En effet, ce complexe n’est rien d’autre qu'un complexe de Koszul décalé en indice,
comme on le voit en observant que, si I'on choisit un générateur pour A“V, on a
des isomorphismes naturels :

l e—l
(A\V @ Oy)" = \V @ Oy).

Le conoyau de cette fleche s’identifie & A°V* @ Ox = A°(Zx/I%)* = \° Nx)y.
Pour conclure, il reste a montrer que I’isomorphisme obtenu

Eatly, (Ox,Oy) = /\ Nx/y

est canonique, c’est-a-dire qu’il est indépendant du choix de la suite réguliere g1, . . ., ge.
On utilise pour cela le fait que deux suites régulieres définissant localement X se
déduisent localement 'une de 'autre par une transformation linéaire & coefficients
dans Oy inversible au voisinage de X. ]

Démonstration du théoréme 9.5. Soit X une sous-variété projective lisse
géométriquement connexe de dimension d de P}. On montre d’abord le résultat
suivant :

Proposition 9.8 Si F est un faisceau localement libre sur X, on a une dualité
canonique ‘ ' '
HY(X,F)= H"(X,F* @ Kx)* = Extl; '(F, Kx)".

En particulier, par le théoréme d’annulation de Serre 2.40, on a H'(X,Ox(—1)) =0
pouri < d=dimX =n—e etl>>0. De plus H (X, Kx) est canoniquement dual
de HY(X,0x) = k.

Démonstration. Notons que le second énoncé résulte du premier par le théoreme
d’annulation de Serre 2.40 appliqué a Kx.

Le dernier découle aussi du premier et du fait que si X est projective et géométriquement
connexe, on a H°(X,Ox) = k. En effet, le premier fait entraine que H°(X, Ox) est
de dimension finie sur k. Comme c’est une k-algebre integre, puisque X est connexe,
ce doit étre une extension finie K de k. Mais comme X est géométriquement connexe,
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X est aussi connexe, et donc HY(Xk,Ox,. ) = H°(X,Ox) ®j K est encore integre.
Donc K = k.
Pour obtenir la dualité annoncée, on va utiliser la dualité de Serre sur P} : on
sait que
H (X, F) = H (P}, F).

La dualité de Serre sur P} montre que cet espace est dual de ECEt%;i (F, Kpr). Or
k

on a la suite spectrale des ext, qui consiste a regarder le foncteur
Hom@]?z (-, K]pz)

comme la composition des foncteurs I'(Py, -) et du foncteur Homo,, (-, Kpp).
k
Lorsqu’on dispose de deux foncteurs

F:A—-B G:B—C

entre catégories abéliennes, si on suppose d’'une part que A et B possedent assez
d’injectifs, et d’autre part que pour I un objet injectif de A, F(I) est un objet
acyclique pour G, on dispose d’une filtration naturelle décroissante sur les

RY(G o F)(M),
pour tout objet M de A, et d’une suite spectrale
EPY = Gri RPFYY(G o F)(M),

ayant la propriété que
EY? = RPG(RIF)(M).

Dans notre cas I’hypothese est satisfaite grace au lemme suivant (cf [12], 16.1.2) :

Lemme 9.9 Si F est un objet injectif dans la catégorie des faisceaux de Ox -
modules, pour tout faisceau de Ox-modules G, le faisceau

Homo, (G, F)
est flasque sur X.

La suite spectrale correspondante a pour terme
qu — Hp( Z‘J’gxtt(l/)]pg(7KPZ))
Comme F est localement libre sur X, il est clair que

Exth - (f, KPZ) =F* Koy gitlé)]?ﬁ (Ox, sz)
Par la proposition 9.7, on a, notant e = n — d,
Ext%]? (OX, sz) =0

n
k

pour p # e, et
gl‘t%PZ(Ox,K]pg) = K)(.
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La suite spectrale des ezt est donc dégénérée. En effet, elle satisfait E5? = 0
pour q # e. Cela entraine que EX'? = 0 pour g # e, et que les différentielles d,., r > 2
sont toutes nulles, car d, envoie EP? sur EF™™7" ™! Donc on a en fait E2 = EPY
et la filtration est triviale, de sorte que I'on obtient par ce qui précede :

Extgs (F, Kep)) = By~ = H" (P}, F* @0y Eatly,, (Ox, Kiy))
k

_ Hn—i—e(PZ’f* R0y KX) _ H”_i_e(X, F* ROy KX)’

ou l'on a utilisé la formule de la proposition 9.7 :
KX = Ext%PZ (Ox, K]pg)

Ceci conclut la démonstration de la proposition 9.8, car n — e = d. [

On conclut maintenant la preuve du théoreme 9.5 de la fagon suivante (la preuve
est d’ailleurs la méme que dans le cas de P}) :
D’apres la proposition 9.8, on a H d(X , Kx) = k, et donc un accouplement naturel

H'(X,F)® Ext$ (F,Kx) — H(X, Kx) = k
pour tout faisceau cohérent F sur X. Il existe donc une fleche naturelle
H'(X,G) — Ext (G, Kx)* (64)

dont on veut montrer qu’elle est un isomorphisme. D’apres le théoreme 2.43, pour
tout faisceau cohérent F sur X, on a une suite exacte de la forme

0—H— Ox(—)N - F -0,

ou ! peut étre pris arbitrairement grand, et en particulier peut étre supposé satisfaire
les conclusions de la proposition 9.8. Cette suite exacte courte fournit d’une part la
suite exacte longue de cohomologie

CHTYX, Ox(-DY) - HTYX, F) —» HY(X,H) — HI(X,Ox(~D)Y)... (65)
et d’autre part la suite exacte longue des Exty, (, Kx)* :
- Eath TN Ox (—)N, Kx)* — Eatl N F Kx)* — Eath ((H, Kx)* (66)
— Ext?g;q(OX(—l)N, Kx)* N

et on peut montrer que les fleches de dualité de Serre (64) sont compatibles avec les
suites exactes longues ci-dessous.

En fait, comme on a supposé que H’(X,Ox(—1)) = 0 pour d > j > 0, la suite
exacte longue (65) se résume a des isomorphismes

H™YX,F) — HI(X,H) (67)

pour ¢ < dim X . De méme, grace a la proposition 9.8, on a Ea:té;q(ox(—li)Ni, Kx) =
0 pour ¢ < d et donc la suite exacte longue (66) fournit un isomorphisme

Baty N (F, Kx)* — Bty “(H, Kx)* (68)

133



pour ¢ < dim X. Les isomorphismes (67) et (68) permettent par une récurrence
descendante sur ¢ de se ramener a étudier les cas i =d — 1 et ¢ = d.
Pour i = d — 1, le raisonnement précédent fournit une suite exacte :

0— HYX, F) - HY(X,H) — HY(X, Ox(-1)™) (69)
et de méme, on a pour les Ezt la suite exacte :
0 — Eatp (F,Kx)* — Ext) (H,Kx)* — Bty (Ox (=), Kx)*...  (70)

Ces deux suites exactes sont compatibles avec les fleches de dualité (64), et si on sait
que ces fleches sont des isomorphismes pour 7 = d, on conclut par le lemme des cing
et (69) et (70) que la premiere fleche de dualité H?~1 (X, F) — Ea;t%gx (F,Kx)* est
aussi un isomorphisme.

Il reste donc & traiter le cas i = d. Or on a HY(X,G) = 0 et également
E:L‘té;q(g, Kx)* =0, pour ¢ > dim X et tout faisceau cohérent G sur X.

On obtient donc en degré i = d une suite exacte

HYX,H) — HY(X,O0x(-)") - HY(X,F) =0
et une suite exacte d’Ext :
Extd (M, Kx)* — Eaty (Ox ()N, Kx)* — Extd (F,Kx)* — 0.
Reprenant un morphisme surjectif Ox (—1')N" — H’ avec I’ suffisamment grand, on

obtient alors deux suites exactes a trois termes compatibles avec les morphismes de
dualité de Serre :

HYX,0x(-1)N) - HYX,0x(-)N) — HYX, F) — 0,

Ext%x(ox(—z’)N’,KX)* — Extd (Ox(-)N,Kx)* — Eatdh (F,Kx)* — 0.

On a déja vu que le morphisme de dualité est un isomorphisme pour les Ox (—[) qui
sont localement libres, et donc c’est aussi un isomorphisme pour F en degré d. m

9.4 Cas des courbes projectives lisses
9.4.1 Degré des fibrés inversibles et théoréme de Riemann-Roch

Soit C' une courbe (=variété de dimension 1) projective lisse géométriquement
connexe sur un corps k. Les anneaux locaux de C' sont alors des anneaux de valuation.
Soit £ un fibré inversible sur C' et soit o une section rationnelle non nulle de £. On
a défini dans la section 2.3.1 le diviseur de o, qui est un ensemble de points p de C'
(définis sur une extension finie de k) affectés de multiplicités données par la valeur
de la valuation v, appliquée & o, vue comme une fonction grace a une trivialisation

locale de L.

Définition 9.10 Le degré de L est défini comme le degré de divo, défini dans la
section 3.6 : Posant divo =), n;p;, on définit

deg (divo) = Z nideg (k(x;) : k).
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Cette définition est indépendante du choix de o. Cela résulte du fait que deux sec-
tions rationnelles non nulles de £ sont déduites I'une de ’autre par la multiplication
par une fonction rationnelle non nulle sur C' et du fait suivant :

Proposition 9.11 Si ¢ est une fonction rationnelle non nulle sur une courbe pro-
jective C', on a deg div ¢ = 0.

Une autre facon de voir 'indépendance par rapport au choix de o consiste a voir
divo comme la différence Z7 — Zy de deux diviseurs de Weil effectifs sur C, de
support disjoint. Ces diviseurs de Weil fournissent des diviseurs de Cartier du fait
que les anneaux locaux de C sont des anneaux de valuation : se donner la multiplicité
d’une fonction en un point revient & déterminer cette fonction modulo une fonction
inversible.

Comme ¢ a pour diviseur des poles Zy et pour diviseurs des zéros Zi, on a
naturellement une inclusion induite par o :

Oc(—=22) — L
s’annulant le long de Z;, et donc une suite exacte
0— Oc(=22) = L — Lz, — 0. (71)
On a par ailleurs la suite exacte naturelle :
0— Oc(—Z2) - O — Oz, — 0. (72)
Il est par ailleurs clair par la définition du degré deg Z; que
deg Z; = dimp H*(Z;, 0z,) = dim,H*(Z;, L,7,).

Considérons les suites exactes longues associées aux suites exactes (71) et (72).
Compte tenu du fait qu’on a H*(Z;, F) = 0 pour i > 0, et F cohérent supporté sur
Z;, on obtient, avec la notation

X(X, F) = (~1)'dim H (X, F),

X(C, L) = X(C,0c(Z2)) + dimH(Z1,0z,) = x(C, Oc(Za)) + deg Z1,
X(C,O0c(—Zs) = x(C,0¢) — dim H(Za, O0z,) = x(C,O¢) — deg Zs.
En conclusion, on trouve que

X(C, L) = x(C,O¢) + deg Z1 — deg Zs.

Ceci montre que le degré de £ défini comme deg Z1 — deg Z5 est indépendant du
choix de o et satisfait la formule

X(C, L) = x(C,0¢) + deg L. (73)

Ceci est la moitié de la formule de Riemann-Roch.
On veut maintenant comprendre le terme x(C, O¢) qui apparait dans la formule
de Riemann-Roch (73).
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Soit g := dimpH'(C,Oc¢). g est appelé le genre de C. Par la dualité de Serre,
HY(C,0¢) est dual de H*(C, K¢) et HY(C, K¢) est dual de H°(C, O¢) qui est égal
a k car C est projective et géométriquement connexe.

On a donc

X(C,Kc)=g—1,x(C,0c) =1—g.

Par ailleurs, d’apres (73), on a aussi
x(C, K¢) = deg K¢ + x(C, Oc).
On conclut donc que
deg Ko = x(C, Ko) = x(C,Oc) = 29 — 2

ou encore 1
X(C,0c) = —5deg Kc.

9.4.2 Cas complexe

Supposons k = C. On a le point de vue suivant sur le degré des fibrés inversibles
sur C.

Par le processus d’analytisation, on déduit de C' une variété complexe compacte
C*" de dimension complexe 1, et de £ un fibré en droites holomorphe £¥* sur C*".
On dispose de la classe de Chern topologique c¢;(£%) € H?(C,Z), et on sait par
le théoreme 4.14 que cette classe est représentée en cohomologie de Rham par la
forme de Chern wran j, de L% relativement a n’importe quelle métrique h sur £".

Théoréme 9.12 On a

deg L = wraen f.
Can

Démonstration. Soit ¢ une section rationnelle de £, qu’on voit aussi comme
une section méromorphe de £%". Considérons la fonction h(c), qui est strictement
positive de classe C'*° en dehors de div o. On sait que en dehors de div o, on a

Wran p, = i@glog h(o). (74)

Soient p; les points du support de divo, et pour chaque i, soit z; une coordonnée
holomorphe locale sur C" centrée sur p;. Soient (relativement & ces choix de coor-
donnée) D; . C C*" les disques centrés en p; et de rayon €. On a

CULan’h = hm WLa,n’h.
an e—0 C’an\uil)i€

Sur C*" \ U;D; ¢, on a la formule (74), qui s’écrit aussi
L
Wran f, = —d(%alog h(o)).

La formule de Stokes donne alors

L
wran p, = E / —O0log h(o).
/;'a"\UiDLE i aDi,E 27
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Ici les bords des disques sont munis de l'orientation naturelle, qui est 'opposé de
leur orientation en temps que bord de C**\ U;D; ¢, ce qui explique la disparition du
signe —. Au voisinage de p;, la section o; s’écrit

"
z; ' 0q,
ol o; est une section trivialisante de £%". On a donc :
2n; NN
h(O') :’ Zi | th; = zilzilhi,

ot h; = h(o;) est une fonction strictement positive de classe C*°. Il vient donc au
voisinage de p; :

L L dz; L dh
%Zﬂogh( o) = mig——— o + — 5
Clairement, on a
. dh;
lim =0,

=0 Jap, . h;
car la forme % est de classe C'°° au voisinage de p;. Il vient donc :

lim wran j, = lim / —alog h(o)
e—0 Con\U; D; e—»Ozi: oD; . 2

_P—%Z/ap o T*an_degﬁ

9.5 Classe de cycle

Soient X C Y deux variétés lisses projectives définies sur k, avec codim X = e.
On supposera pour simplifier que X et Y sont géométriquement connexes (sinon il
faut utiliser des arguments de trace). On peut tout d’abord définir une classe de
cohomologie

[X]%¢ e HY(Y, Q)

de la facon suivante. Notons que Kx = Q}‘{/k, n = dim X, et qu’'on a une fleche de
restriction

H"(Y, QY/k) — H"(X, QX/k) (75)

La dualité de Serre montre que H"(X, Q' /k) = k canoniquement, de sorte que la

fleche (75) peut étre vue comme une forme linéaire sur H"(Y, Qg‘//k) On observe
maintenant que via le produit extérieur

Y @ Q5 — QYJ/FIS Ky,

94 n s'identifie a Hom (£, Ik Ky). La dualité de Serre appliquée a Y (cf corollaire
9.6 ) montre alors que H" (Y, QY. /k) est canoniquement isomorphe a H¢(X, ). Via
cette isomorphisme, la forme linéaire (75) fournit donc une classe [Z] € H(Y, Q).
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9.5.1 Cohomologie locale

Soient X C Y deux variétés définies sur k. On va supposer que Y est lisse et que
X est localement intersection complete de codimension e.
On veut construire une classe de cycle
2 >
[X] € H(Y, QZ5)
satisfaisant la propriété que son image dans H¢(Y,€5,) par le morphisme naturel de
complexes

e e
QY_/k — Q5

ou € est mis en degré e, est égale a la classe [X]*¢ € H(Y,Qf ) construite
précédemment, pour X et Y lisses et projectives.

Dans la pratique on s’intéresse plutot a I'image de cette classe dans

2 2 > 2 ~ 2
FCHap(Y/k) == Im(H(Y, Q75) — H*(Y, Oy, ) Hip (Y/k)).
Notons que si car.k = 0, la suite spectrale de Frolicher dégénere en Ej, et cela
entraine que ’application
2 > 2 .
H(Y, Q2) — H (Y. 2;,)

est injective.

Pour construire cette classe, on utilise comme dans [2] la notion de cohomologie
locale le long de X.

Soit X C Y un fermé, ot Y est un k-schéma de type fini. Soit F un faisceau sur
Y. Soit U :=Y \ X. Soit j l'inclusion de U dans Y. le faisceau j.F|y est donné par

Vi FVNU).
On note Fx le noyau de 'application
F — .7*‘7:\U

Si F est un faisceau de Oy-modules, Fluo et g« Fx le sont aussi.
On note I'x (Y, F) := I'(Y, Fx). Les foncteurs

F—Fx, F—Tx(Y,F) (76)

sont exacts a gauche, sur la catégorie des faisceaux de Oy-modules, et & valeurs
respectivement dans la catégorie des faisceaux de Oy-modules et dans la catégorie
des k-espaces vectoriels.
De plus, le foncteur I'y est le composé du foncteur I' et du foncteur F — Fyx.
On note
F = Hy (Y, F), F — Hy (Y, F),

les foncteurs dérivés respectifs des foncteurs (76).
La suite exacte
0—-Fx > F— ]*]:lU
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induit une suite exacte longue
0—>.7:X—>.7:—>j*.7:|U—>H_%<(.7-")—>0 (77)
et pour ¢ > 1 des isomorphismes
R ju(Fy) = Hy (F). (78)
Le seul résultat dont on aura besoin dans la suite est le suivant :

Théoréeme 9.13 Si Y est un k-schéma de type fini et X C Y est localement inter-
section compléte de codimension e, on a

Hi (Oy) = 0 pour i # e.

Démonstration. C’est évident pour e = 0.
En général, pour ¢ > e > 0, on utilise les isomorphismes (78). On doit donc
montrer que
R'j,Op =0, pour i > e — 1.

L’énoncé est local, et on peut donc supposer que Y est affine et que X C Y est
défini par e équations fi,..., fe. Alors U C Y est couvert par e ouverts affines

U= {fi #0}.

On sait alors (cf proposition 2.31) que R'j,Op peut étre calculé comme la cohomo-
logie du complexe de Cech de faisceaux sur Y :

CH(F) = ®11zp1i 1+ Fivy»

ou I C {1,...,e} et Ur est Pouvert de U défini par f; # 0, Vi € I, muni de la
différentielle de Cech.
Ceci montre immédiatement que R’j,Oy = 0 pour i > e, et donc H,(Oy) =0
pour ¢ > e.
Pour montrer que
Hy,(Oy) =0 pour i < e,

on va montrer plus généralement par récurrence sur | que si F est un faisceau
cohérent sur Y, tel qu’il existe une suite réguliere ge_jy1,...,ge, [ < e, relativement
a F, alors

Hy(F) =0 pour i < I.

Ici, la suite ge—i41,--.,9e, | < e est dite réguliere relativement & F si ge—j4+145 1€
divise pas 0 dans F/ < ge—i11,- -+ Je—its > F, Vs <1 —1.
Considérons la suite exacte

0—F S Fo F —o,

ot F'i=F/ge—i1 F.
On a une suite exacte induite

=y (F) = Hy(F) = Hy(F).
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On utilise maintenant le fait que F’ admet la suite réguliere ge_j1o0,. .., ge, €t la
récurrence sur [ pour conclure que

HHWF) =0, Vi< 1.

Il en résulte que la multiplication par ge_;41 : HY(F) — HY(F) est injective. Or il
est facile de voir que cette multiplication est nilpotente, en utilisant la description
de H%(F) a laide des cocycles de Cech de U = Y'\ Z relativement au recouvrement
de U par les ouverts gs # 0.

|

Construction de [X]. Dans la situation précédente, on veut construire [X] €

H2(Y, Q;/‘z) On va le construire comme 'image d’une classe locale

[XNioc € HE(Y, Qy/k)

Etudions tout d’abord la cohomologie locale

HX( y/k)
On a
Lemme 9.14 HX(Qy/k) =0 pour i < 2e.

Démonstration. En effet, on a la suite spectrale de Frolicher associée a la filtration
naive sur le complexe QY 1, et dont le terme EP? est égal & HE (9, /k), p > e. Pour
p>ep+q=1< 2e on trouve ¢ < e, et donc d’apres le théoreme 9.13, on a
EPT=0,p+q=1i< 2e. Donc

EPi=0,p+q=1i<2e,
et comme ce sont les gradués de H X(Q;/k) pour la filtration de Hodge, on conclut
que H (Qy/k) 0.
Corollaire 9.15 On a un isomorphisme naturel

HE (Y, Q55) — HO(Y, HEE(257))-

Démonstration. Le foncteur I'x est composé du foncteur sections globales T'(Y )
et du foncteur F — Fx. On admettra que ce dernier foncteur envoie un faisceau
injectif sur un faisceau flasque et donc acyclique. On a donc une suite spectrale de
terme
EA — Z
B — HP(Y. ML (925)

convergeant vers HQe(Y Qy/k) Pour p + ¢ = 2e, le lemme précédent nous dit que
le seul terme non nul est ES 2 — HO(y, HZ(Q) /k)) Aucune différentielle non nulle

dr, 7 > 2 ne peut aboutir a E>? et les différentielles d,- partant de Eg 2¢ aboutissent

r.2e+1—r

dans des EF?“T177 qui sont nuls pour r > 2, car Ey est nul pour » > 0 par

le lemme précédent. Donc on a
0,2e __ 170,2e
Ey™ = B,

c’est-a-dire
e > e
H3 (Y Qy/i) = ( H2 ( y/k))

140



Soit (g1, - - -, ge) une suite réguliere définissant XNV dans un ouvert affine V-C Y.
Calculant I’hypercohomologie locale

M3 (7)) = R4,

ou j est U'inclusion de V'\ X NV dans V, a l’aide du recouvrement affine de V' par
les ouverts V; = {g; # 0}, on trouve que la forme

:@A.../\alge
g1 e

sur 'ouvert V3 N ... N V. définit un e — 1-cocycle de e-formes fermées, et donc un
élément a la fois d-fermé et d-fermé du complexe de Cech permettant de calculer
26~ 1(QV /k) On conclut avec le lemme suivant :

Lemme 9.16 La classe de wy dans ]I-]I?XSQV(Q‘;/?C) ne dépend pas du choix des g;.

Démonstration. On suppose pour simplifier que car.k = 0. Soient g1,..., g. et
g1, .-, g, des équations définissant X NV dans un ouvert affine V de Y. Soit = €
X NV. Quitte a restreindre V' au voisinage de z, il existe une matrice inversible de
fonctions

9i; €ET(V,0v), 1<, j <e,

9i = Z 9ij9;-
J

La matrice inversible g;; € Gl.(Ov) peut se factoriser a I’aide de matrices diagonales
et de matrices de transvections. Il est évident que pour une transformation diagonale
inversible

telle que

g7/, = a;g;, a; S OT/a g; = gj? j 7é i?

on a
dg] dg. d d d da; d
N N BN A T AN A A
gl ge gl ge gl al ge

Or la classe du second terme est nul dans H¢~H(V\VNX, Q%) car c’est une forme sur
Vin...NV, quis’étend a Vi N XA/ .N Vg, ou V; est 'ouvert défini par g; 0. Cette
classe est donc aussi nulle dans HZE (V, Q8 /) et donc aussi dans H¥ «(V, Q;ﬁg)
puisque

VmX(V Qv>/ek) = VmX(V QV/k)

comme le montre le théoreme 9.13.
Prenons maintenant le cas d’une transvection.

gz,:gl7l7é207 g;() :glo—i_gjv]?éz()

On considére dans ce cas
V x k A]lf

sur lequel on a les fonctions

Gi = tprigi + (1 — t)prig;.
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Notons que le sous-schéma défini par G;, i = 1,...,e est égal & (X NV) x; A;. La
forme

dGq dG,
Q=—=A...
a e,

sur 'ouvert N;{G; # 0} définit donc une classe dans

2e >e
]H[()(QV)X]CA}c (QYX]CA%)

De toute évidence, cette classe a pour restriction la classe de wy en t = 0 et celle

de wy en t = 1. Le théoreme 8.5 permet donc de conclure que ces deux classes sont
égales.

|

Il en résulte que si on a des ouverts V et V', et des suites régulieres g1, ..., ge

(resp. g1, .., g.) définissant X NV dans V (resp. X NV’ dans V'), les classes wy et
wy coincident dans un voisinage de VNV’ N X. Donc les formes wy se recollent en
une section de

HO(Y, H3E(73)) = BR (Y. Q).

Ceci fournit la classe [X]jo. cherchée.

10 Classes de Chern

On se propose de construire les classes de Chern des faisceaux cohérents loca-
lement libres (fibrés vectoriels algébriques) sur les variétés algébriques lisses sur k.
Ces classes de Chern sont a valeurs dans la cohomologie de de Rham algébrique
H,(X/k). On verra ensuite comment étendre la définition aux faisceaux cohérents.
Enfin on comparera les classes de Chern obtenues aux classes de Chern des fibrés
vectoriels complexes sous-jacents aux faisceaux analytiques associés.

10.1 Premiere classe de Chern
10.1.1 Version cohomologie de de Rham

Soit X une variété algébrique lisse définie sur k et soit E un faisceau localement
libre (ou fibré vectoriel) également défini sur k. On définira ¢1(F) = c1(det E') ou
det E = /\" E,r = rang E est un fibré inversible sur X.

On est donc ramené a construire la classe de Chern

er(L) € FUH3p(X/k) = (X, Q2)),
pour L un faisceau inversible sur X. La construction se fait de fagon explicite par
des trivialisations de L et par le calcul de H?(X, Qy /k) via la cohomologie de Cech
(cf Corollaire 2.31).

Soit U = (U;), i = 1,..., N un recouvrement de X par des ouverts affines sur
lesquels L est trivial. Donnons-nous des trivialisations o; € I'(U;, L) ol 0; est partout
non nulle sur U;.

Sur I'intersection U; N U;, on a une relation

Ti = Gij0j,
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ou g;; est une fonction inversible. Soit

. dgij
Gij

Wwij = € F(Ul, QX/k)-
Ceci nous donne une cochaine w de degré 1 a valeurs dans Qx/,. On observe que
dwi; = 0 et §(w;;) = 0, ol J est la différentielle de Cech du complexe double

ctr .= Clu, Ql))(/k) = @|1\=l+1F(U179§</k)7 p=>1

qui est tel que la cohomologie du complexe simple K associé est égale a H' (X, Q')?/lk),
par le corollaire 2.31.

En effet on a sur U;,

dgi; dgi; N dgij
d(—=) = =5
Gij 9ij

dwi]’ = — == 0,
(0w)ijk = Wij|uyy, + WikiUye T WhilUy

qui vaut 0 d’apres le lemme 10.1 car g;;g;x9r = 1.

En conclusion, w est une 1-cochaine a valeurs dans x5, qui est a la fois d-fermée
et 6-fermée. Elle fournit donc un élément fermé de K2, dont la classe de cohomologie
dans

Im (HA(K") — B2(X, @y ,)) = F H3R(X/k)

est la classe ¢;(L) cherchée.

Lemme 10.1 L’application

est un morphisme de faisceaux de groupes sur X.

Démonstration. En effet, on a d(log1) =0 car d(1) = 0, et d’autre part

d dg+gdf dg d
d(log fg) = g;,) _f g;;g I gg+}f.

Exercice 10.2 Montrer que cette classe est indépendante du choizx de trivialisations
locales.

10.1.2 Version topologique

La premiere classe de Chern ¢; (L) € H%(X,Z) d’un fibré en droites complexes sur
un espace topologique X a été définie dans la section 4.1.5 en observant que les classes
d’isomorphisme de fibrés en doites complexes topologiques sur X sont en bijection
avec H'(X, C3), ou Cp est le faisceau des fonctions continues & valeurs complexes, et
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C; est le faisceau des fonctions continues inversibles, c¢’est-a-dire partout non nulle.
On utilise alors la suite exacte exponentielle :

exp 2im

0—-Z—C = C;—0,
qui fournit, puisque Cy est flasque, un isomorphisme
e HY(X,C)) = H*(X,Z).

Supposons maintenant que X est une variété complexe, et que L est un fibré en
droites holomorphe. On a vu que

H*(X,C) = H*(X,QY),

ce qui est di au fait que le complexe de de Rham holomorphe est une résolution du
faisceau constant C sur X.

Calculons 'image de ¢;(L) € H*(X,Z) dans H?(X,C) = H3(X, Qy).

Il faut tout d’abord utiliser la suite exacte exponentielle qui donne explicitement
la fleche c;. Si L est un fibré en droites holomorphes, choisissons un recouvrement
de X par des ouverts U; sur lesquels L est trivial, et soit o; une section non nulle de
L sur U;. On a comme plus haut des fonctions de transition g;; € I'(U;; O% ) données
par o; = g;;0; et satisfaisant la condition de cocycle sur U,

9ij9jkIki = 1.

La classe de ce cocycle dans H!(X, O%), par définition, parametre L. D’apres la
suite exacte exponentielle, pour obtenir la classe ¢1(L), il faut supposer que les U;
sont assez petits pour que

9ij = exp 2w fij,
et la classe ¢;(L) admet alors pour représentant de Cech le cocycle
aijie = [fij + fik + fris

qui est bien a valeurs dans Z puisque exp 2ima;jr = ¢ijgjkgri = 1.

Si I'on utilise maintenant, pour calculer H?(X,C), comme dans la preuve du
théoreme 4.14, le complexe simple associé au complexe double Cech-de Rham holo-
morphe pour le recouvrement ouvert U = (U;) donné par

KP4 = Cq(u7 Qg()v Dl = da DQ = (_1)17(()"
Kl - @p+q:le7q7 D — Dl + D27
on trouve que dans ce complexe, on a
(aijk) = 6(fij) = D(fiz) — (dfij)-

Ainsi, un représentant de ¢1(L) est donné par le 1-cocycle de 1-formes holomorphes
fermées (—df;;).
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10.1.3 Comparaison

On va supposer maintenant que X est une variété projective définie sur C. Si
L est un faisceau inversible sur X, on dispose donc du faisceau inversible (fibré en
droites holomorphe) L sur X" et donc des deux classes de Chern

c1(L) € Hax(X/C), e1(L™™) € H*(X",C).
Montrons maintenant :

Proposition 10.3 Via la fleche naturelle F*H?,(X/C) — H2p(X/C) et lisomor-
phisme de comparaison
Hip(X/C) = H*(X",C),

la classe algébrique c1(L) est envoyé sur 2imey (L").

Démonstration. Utilisons un recouvrement affine & = (U;) de X trivialisant pour
L, avec des fonctions de transition g;; sur U;;. Ce recouvrement fournit également
un recouvrement ouvert de X" trivialisant pour L%".
Avec les notations de la section 10.1.1, on a vu plus haut que ¢; (L) € H?(X, Q'X/(c)
dgij

est représentée par le 1-cocycle de Cech de 1-formes fermées donné par Wij = =45
]

Qu,

1,

;> qui est a la fois d et d-fermé.
Par ailleurs, quitte a raffiner le recouvrement pour la topologie usuelle, de fagcon
a garantir que les g;; sont des exponentielles globales :

9ij = exp(2ur fij),
on a vu aussi que
c1 (L) € H*(X,C) = H?(X ™, Qyan)
est représenté par le 1-cocycle —df;; de 1-formes holomorphes fermées. Or —df;; =

1 dgij
21T g5 °

10.2 Construction générale
10.2.1 Cohomologie de P}
On se propose de montrer le résultat suivant

Théoréme 10.4 On a
Hq( Z)ng/k) = 05 b 7& q,
et

HP (P}, ng/k) = ke (Opr (1))?, p < n, HP(PY, Q]};Z/k) =0,p>n.

Remarque 10.5 Ici, on considere le ¢ algébrique faible & valeurs dans H' (P}, Qpr k)

C’est I'image du ¢; & valeurs dans H'( s Q;P%/lk) défini dans la section précédente,
k

dans H'(P7, Qpn /) par 'application naturelle de complexes :
o>1
QPZ/IC — Qﬂmz/k,

ou le terme de droite est le complexe constitué du faisceau QPZ /k Placé en degré 1.
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Démonstration du théoréme 10.4. On utilise la suite exacte d’Euler (cf Propo-
sition 9.2) :

0= Qpr/p — V@ O(=1) = Opp — 0. (79)

La suite exacte (79) nous donne une suite exacte :

P
-1
O_’Qﬁg/k — /\V@k O(-p) — Qgg/k — 0.
Pour 0 < p <n+1, on a déja vu (théoremes 2.36 et 2.38) que

d’ou il résulte que
D ~ -1 p—1
HY(PY, sz/k) >~ NPy, sz/k).

Le résultat se montre donc par récurrence sur p. Pour p = 0, c’est la proposition
1.5. En général on conclut de cette maniere que H?(PP}, Qﬁz /k) = 0 pour p # ¢, et est
égal & k pour p = ¢ < n. Il reste seulement & voir qu'un générateur de H? (P}, QF,, /k)

k
est donné par Cl(opz(l))p . Cela résulte de la preuve donnée ci-dessus, et du fait que
la classe d’extension e de la suite exacte d’Euler est égale & c1(Opr(1)).

Ici la classe d’extension e est définie comme l'image de 1 € HO(PY, Opr) dans

HY(P7, Qpr ;) dans la suite exacte longue de cohomologie associée & (79).
|

Remarque 10.6 Le fait que la classe e soit égale & ¢1(O(1)) est un cas particulier
d’un énoncé plus général, concernant les fibrés de 1-jets. Il se trouve que le fibré des
1-jets de O(1) sur P} est le fibré trivial V' ® O(1), ce qui dit qu'une section globale
de O(1) sur P} est déterminée par sa valeur en un point et sa différentielle en ce
point.

En général, étant données une variété lisse X et un faisceau inversible £ sur X,
on peut introduire le fibré P!(L£) des 1-jets de £, qui s’inscrit dans une suite exacte
généralisant la suite exacte d’Euler

0 — Qx /(L) — PYL) — L —0.
La classe d’extension de cette suite exacte est égale a ¢1(L).

Revenant a la cohomologie des fibrés projectifs, la méme preuve (utilisant la version
relative de la suite exacte d’Euler) donne le résultat suivant : Soit £ un faisceau loca-
lement libre de rang r sur une variété X. Soit 7 : P(£) — X la projection naturelle.
Rappelons que P(€) est naturellement muni d’un fibré O(1) tel que m,.O(1) = £.

Théoreme 10.7 On a RPTI'*Q%(E)/X = 0 pour p # q et p > r. De plus, pour p <

r—1, RpTF*Qg,(g)/X = Ox, un générateur canonique étant donné par c1(O(1))P.

Remarque 10.8 Le faisceau Qp(g),x introduit ici est le faisceau des différentielles
de Kahler relatives, qu’on peut définir comme le conoyau de la fleche de pull-back :

W*QX — Qp(g)
ou encore plus directement comme le faisceau des différentielles de Kéahler de Opg)

sur m™0x.
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10.2.2 Calcul de la cohomologie de de Rham d’un fibré projectif

Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une variété algébrique lisse X
définie sur k et £ le faisceau cohérent localement libre correspondant, c’est-a-dire
que & est le faisceau des sections de E. Soit P(E) = P(E*) le fibré projectif associé
(cf section 3.5.1).

Théoréme 10.9 L’algebre de cohomologie de de Rham
Hn(P(E)/K)
est librement engendrée comme H (X /k)-module par
1, c1(0O(1)),...,c(O(1) 1.
Le méme résultat est vrai pour & F'H3%L(P(E)/k).

(Pour la définition de O(1), voir section 2.3.2.)

On a utilisé ici l'existence d’une structure d’algebre sur la cohomologie de de
Rham (cf section 8.1.1). On rappelle qu’elle est tout simplement induite par le pro-
duit extérieur sur le complexe de de Rham.

On renvoie a [12] pour la preuve du résultat analogue concernant la cohomologie
de Betti d’un fibré projectif de la forme P(E) sur une base analytique.

Soit 7 : P(E) — X le morphisme naturel. On montre d’abord l’analogue de ce
résultat pour les groupes de cohomologie de Dolbeault

HYB(E), 2, 1)

qui sont les termes EP? de la suite spectrale d’hypercohomologie du complexe de de
Rham algébrique pour la filtration de Hodge. Ici on remplace les classes ¢;1(O(1))"
par leurs versions plus faibles

(et (O € H' (pgy 1)
qu'on a déja utilisées et notées abusivement c1(O(1))".

Proposition 10.10 Le morphisme naturel

Z 1 (O)" : @o<icinfparnHI(X, Q&;Z) — HY(P(E), Qf;(E)/k) (80)

est un isomorphisme.

Démonstration. L’isomorphisme (80) va résulter du théoreme 10.7 qu’on utilise
de la facon suivante : Le faisceau Qdp(p) /3, s'inscrit dans la suite exacte définissant le
faisceau cotangent relatif :

0 — 7 Qx/p — Ope)yn — QpE)yx — 0.

P

Cela entraine que Q]P( E)

Ik admet une filtration

L' oy i = T U j A Uiy 1

dont le gradué est donné par

—1

GTZL(Qﬁ;(E)/k) =1 ® Qﬁ;(E)/X'

Montrons maintenant :
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Lemme 10.11 On a pour tous j, p, et tout ¢ tel que p—1i < r—1 un isomorphisme

Hi=PHi(X, Q&/k) ~ 0 (P(E), GriL(Qg(E)/k))

donné par la composition du pull-back et du cup-produit par la classe relative

cl(O(1))"~" € HPH(P(E), O ) )-

Démonstration. Considérons la suite spectrale de Leray associée au morphisme
7. Cette suite spectrale est la suite spectrale du foncteur I'(P(E), -) des sections
globales sur P(E), qu’on voit comme un foncteur composé : en effet, c’est le composé
du foncteur

Ty + F = mJF,

qui va de la catégorie des faisceaux sur P(E) dans celle des faisceaux sur X, et du
foncteur I'(X, -) du foncteur de sections globales sur X.

Comme 7,7 est flasque pour Z injectif sur P(E), on a pour tout faisceau F sur
P(E), une suite spectrale de terme

EYY = HP(X, Ri7,F)

qui converge vers le gradué de HPT4(P(E), F) pour une certaine filtration, appelée
filtration de Leray.
Appliquons ceci a

—1

F=Gri g =m0 @ O«

(B)/k
D’apres le théoreme 10.7, Rin,F =0 pour ¢q #p—i,et pourg=p—i <r—1ona

Rim, F =, ®ci(O(1))P"

La suite spectrale de Leray de ce faisceau est donc dégénérée car elle satisfait EY? = 0
pour ¢ # p —i. On a donc EY'? = EXY et de plus la filtration de Leray induite sur
HPY(P(E), m* Q% ® Qﬁ’;é)/x) est triviale, car seul le gradué de type (p,q) avec
q = p — 1 est non nul. On a donc bien montré que pour tout j, et tout i tel que
p—1<r—1,

HI(B(E), 7" © Q) ) = By 7H07 = HITPH(X, Q4 ),

ott I'isomorphisme est donné par le cup-produit avec la classe ¢ (O(1))P~, |

L’isomorphisme (80) est maintenant une conséquence facile du lemme 10.11. En
effet, calculons H q(IP’(E),QI[;)( B) /k) de facon explicite, par exemple en cohomologie
de Cech relative & un recouvrement affine U de P(F). Choisissons pour 0 < i <
inf(r — 1,p) des représentants explicites a; de ¢1(O(1))* comme cocycles de Cech
a valeurs dans Qﬁ,,( E)/k- Alors comme les «; sont d-fermés, on a un morphisme de
complexes filtrés

P

e—14 * —1 PRSI
So<i<inf(pr—1)C U, TQT) S C (u’Q]]IJD(E)/k)’
ou la filtration sur le terme de gauche est donnée par

L (@ogiginf(p,r—l)c'_i(% W*Qﬁéi)) = @ogz‘gmf(p,r—n,p—izjc'_i(u» W*Qﬁéi)-
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On a donc un morphisme de suites spectrales convergeant vers le morphisme induit
en cohomologie, a savoir le morphisme (80)

P )
—i —iy ia(O)
e9(]§i§'mf(q,p,r71)];Iq (X7 Qg(/k) = Hq(P(E))Qg(E)/k)

Or le lemme 10.11 dit précisément que les morphismes induits sur les termes EP"?
sont des isomorphismes. Il en résulte que (80) est un isomorphisme. Ceci conclut la
preuve de la proposition 10.10. [

Démonstration du théoréme 10.9. Maintenant qu’on a montré le résultat au
niveau des groupes de cohomologie de Dolbeault, on conclut en regardant la suite
spectrale de Frolicher du complexe de de Rham de P(E), dont le terme EP? est
précisément HY(P(E), Qﬁ(E)/k>'

Plus précisément, considérons un recouvrement affine V de P(E), subordonné a
un recouvrement affine & de X. On dispose alors des complexes

Ky, Ky

donnés dans (55), calculant respectivement H'(IP’(E),QF(E)/IC) = H,p(P(E)/k) et
H (X, 0y ) = Hyp(X/k), cest-a-dire

KV = @P-&-q:'cpo)? Q%(E)/k)a D=d+ 5’

Ky = @p4q=CPU, Q5 ), D=d %0,

Choisissant des représentants explicites fermés a; € K, des classes ¢1(O(1)), i =
0,...,7 —1, on obtient un morphisme de complexes

P
92 g it .
Go<i<r—1 Ky & = Ky

Ce morphisme est compatible aux filtrations naives, si on prend pour «; un i-
cocycle fermé de i-formes fermées (comme c’est possible comme on l’a vu quand
on a construit ¢;). Il induit donc un morphisme de suites spectrales de Frolicher.
Le calcul précédent montre que c’est un isomorphisme en Fy, et donc aussi en Fo..
Cela entraine que le morphisme induit
P .
Docicr 1 Hyg (X/k) 5" Hip(B(E)/k)

est bien un isomorphisme filtré.

On est maintenant en mesure de définir les classes de Chern
¢i(&) = ci(E) € Hip(X/k)

de E. D’apres le théoréme 10.9, la classe £ := ¢1(O(1)) € H2,(P(E)/k) satisfait
dans l'algebre H,(P(E)/k) une unique équation polynomiale a coefficients dans
Hyp(X/k) :

&+ T =0,

i<r
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ou 7 est la projection de P(F) sur X, et ou on sait que
7 Hyp(X/k) — Hypr(P(E)/k)

est injective. Ceci détermine donc les «;, et on pose ¢;(E) = o; pour i = 1,...,r et
Co (E) =1.

Ceci définit les classes de Chern algébriques de E. Notons que la définition des
classes de Chern montre aussi leur fonctorialité :

Théoréme 10.12 Soit ¢ : Y — X un morphisme entre deux variétés lisses définies
sur un corps k. Alors on a pour tout faisceau localement libre £ défini sur X,

*ci(E) = ci(¢*E) dans HIn(Y/k).

Démonstration. Cela résulte en effet de la fonctorialité évidente de la classes de
Chern ¢;1(£) pour les faisceaux inversibles £, et du fait que si on a un morphisme
¢ :Y — X, on a un morphisme induit

¢ :P(¢*E) — P(E)

tel que

Qb*(OIP(E) (1)) = OJ}D(J)*E) (1)

Remarque 10.13 On pourrait ici remplacer H35(Y/k) par F'H35(Y/k).

Notons que la construction analogue pour les classes de Chern topologiques ¢;(E"),
dans le cas ou k = C, et la proposition 10.3 montrent que via la comparaison Betti-de
Rham de Grothendieck (Corollaire 8.7) on a :

a(E) = (2in)le (E™), VI > 0.

10.2.3 Formule de Whitney

Soient E, F, G des fibrés vectoriels algébriques sur une variété algébrique X
définie sur un corps k de caractéristique sur 0 (ou des fibrés vectoriels holomorphes
sur une variété analytique, ou des fibrés vectoriels complexes topologiques sur un es-
pace topologique). Dans le premier cas on considérera les classes de Chern algébriques
a valeurs dans la cohomologie de de Rham, et dans les autres cas, les classes de Chern
topologiques a valeurs dans la cohomologie de Betti. On suppose qu’on a une suite
exacte

0—-&—=F—-G—0 (81)
de faisceaux correspondants de sections. La formule de Whitney est la suivante.

Théoréme 10.14 On a
c(F) =c(E)e(G) dans Hyp(X/k),
ot la classe de Chern totale est définie par

c(E)=cy(E)+ ...+ ¢ (), r:=rang E.
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Remarque 10.15 La formule de Whitney analogue pour les classes de Chern topo-
logiques est montrée dans [12], 11.2. Elle est parfois utilisée comme axiome déterminant
les classes de Chern. C’est ce qu’on fera plus loin pour les faisceaux cohérents.

Démonstration du théoréme 10.14. On va d’abord supposer que la suite exacte
ci-dessus est scindée, c’est-a-dire que

F=£ag.

Soient r le rang de E et s celui de G. Notons Pg le polynome Pg(t) = t"+c; (E)t" 1+
...Fc (E), et définissons de méme Pp et Pg. L’égalité ¢(F) = ¢(E)c(G), décomposée
degré par degré, est équivalente a 1’égalité

Pp = PpPg,
et vu la définition de Pp, il suffit de montrer que 'on a
P(€)Po(€) = 0 dans Hypy ™ (P(F)/k),

ot § := ¢c1(Op(y(1)). Or P(F) contient le sous-fibré vectoriel P(E) qui est de codi-
mension s, et on a une projection linéaire

m:P(F) --» P(G)
(correspondant dualement au morphisme d’O x-algebres graduées
SymG* — Sym F*),
bien définie en dehors de P(F) et telle que

7 (Op(c) (1)) = Opry(1)

dans l'ouvert P(F) \ P(E). Par la définition de Pg, on trouve donc que la classe
Pg(§) € FH2%(P(Q)) s’annule sur cet ouvert.

De méme, P(F') contient le sous-fibré vectoriel P(G) qui est de codimension s, et
on a une projection linéaire

7' P(F) --» P(E)
bien définie en dehors de P(G) et telle que

Wl*(OP(E)(l)) = Op(p)(1)

dans l'ouvert P(F') \ P(G). Par la définition de Pg, on trouve donc que la classe
Pp(§) € F*H2%(P(G)) s’annule sur cet ouvert.

Or la réunion des deux ouverts P(F) \ P(E) et P(F) \ P(G) est égale a P(F).
On est donc ramené a montrer que si on a deux ouverts de Zariski U et V' couvrant
une k-variété lisse X, et deux classes de cohomologie de de Rham «a, f € Hyp(X/k)
telles que oy = 0, BV =0, alors

a- =0 dans Hgr(X/k).

11 faut pour cela utiliser la notion de cohomologie (ou hypercohomologie) a support
dans Zy := X \ U, Zy := X \ V, introduite dans la section 9.5.1. L’hypothese dit
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que a provient d'une classe dans Hz, (€ /k), et que (@ provient d’une classe dans
Hz, (2 /k). Alors le cup-produit « - § provient d'une classe dans Hz,nz, (2 /k) qui
est nul car Zy N Zy = 0.

Il reste a expliquer comment se ramener au cas ou F = £ & G. On va utiliser
pour cela le théoreme 8.5 et la proposition 10.16 :

Proposition 10.16 Soit F un faisceau localement libre sur X donné par une suite
ezacte (81). Alors il existe un faisceau localement libre F sur X X, Al qui s’inscrit
dans une suite exacte

0—pri€ —F — priG — 0

et qui a la propriété que
Fixx1=F, Fixxo=E®BG. (82)

En admettant la proposition 10.16, la démonstration se termine de la fagon suivante :
Considérons la classe de Chern totale de F sur X Xy A}f. D’apres le théoreme 8.5,
on a

c(‘7:-|X><1) = c(‘7:-|X><O)'

Or le terme de gauche est égal a ¢(F), et celui de droite & ¢(€ @ G). Le cas scindé
nous donne alors ¢(F) = ¢(£)c(G). |

Démonstration de la proposition 10.16. L’idée est tres simple : 'extension
de la suite exacte (81) est caractérisée par une classe e € H'(X, Hom(G,£)). On va
construire une extension de priG par pri€ en considérant la classe

te € H' (X xy AL, Hom(priG, pri€)),

ot Ap = Speckl[t].

Concretement, soit U; un recouvrement ouvert de X tel que sur chaque U;, on
dispose d’une section o; : Q|Ui — ~7'—\Ui- Alors sur U; N Uj, 045 1= 0; — 0j est une
section de Hom(G,E). les oy satisfont de facon évidente la condition de cocycle
qui détermine un élément de H'(X, Hom(G,&)). De plus, en utilisant les scindages
ci-dessus, le faisceau F est décrit de la facon suivante :

FU)=A{(ei,g9) e ®:EUNU;) @G(U), ej — e; = 045(g) sur UNU; NU;}.
Définissons le faisceau F sur X x A,lc par
FU) = {(ei,9) € ®ipriEUNpr Y (U) @priG(U), ej—e; = toy;(g) sur UNU;NU;}.
1l est évident que F s’inscrit dans une extension
0— pri& — F — prig — 0,

(en particulier F est localement libre) et que (82) est satisfait.
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10.2.4 Principe de scindage

En combinant les théoremes 10.9 et 10.14, on peut obtenir de nombreux résultats
formels sur les classes de Chern d’un faisceau localement libre £ sur une variété lisse
X définie sur un corps k.

Théoréme 10.17 (Principe de scindage) Soit € un faisceau localement libre sur X .
Alors il existe une variété algébrique lisse Y définie sur k, et un morphisme projectif
surjectif

¢o:Y - X

tel que ¢*E admette une filtration par des sous-faisceauz localement libres dont les
gradués successifs sont des faisceaux inversibles sur'Y .
De plus on peut supposer que

¢+ Hyp(X/k) — Har(Y/k)
est injectif.
Démonstration. On commence par considérer
Y :=P(E) 5 X.

Le fibré O(—1) sur Y] est un sous-faisceau inversible de 7*(£). (Dualement, le fais-
ceau (1) est par construction un faisceau quotient de 7*E*.)

De plus on sait par le théoreme 10.9 que 'application 7% : H,(X/k) — H;p(Y1/k)
est injective.

Soit Q le quotient 7*E/O(—1) sur Y;. C’est un faisceau localement libre (dual
du noyau de I'application d’évaluation Ker (7*£* — O(1))). De plus on a rang Q =
rang& — 1. On peut donc raisonner par récurrence sur le rang, et construire la
filtration voulue sur Q sur une variété 7’ : Y — Y] dominant Y;. Soit ¢ = mro 7’ :
Y — X le morphisme composé. Cette filtration se combine avec le début de filtration
7*O(—1) C ¢*E pour donner la filtration voulue sur ¢*€. |

Dans la pratique, le principe de scindage est utilisé a travers le corollaire suivant :

Corollaire 10.18 Sous les mémes hypothéses, soient L;, i =1,..., r:=rang€& les
faisceaux inversibles apparaissant comme gradués dans la filtration de ¢*E sur Y.
Alors, si car.k =0, on a Uégalité suivante dans H,;p(Y/k) :

$*e(E) = c(¢*E) = Hc(ﬁi), (L) =14 c1(Ly).

Démonstration. On utilise en effet la fonctorialité des classes de Chern (théoréme
10.12), et la formule de Whitney sur Y.
|

Les —c1(L;) sont appelées les racines formelles du polynéme de Chern. Les “pull-
back” a Y des classes de Chern de £ sont les fonctions symétriques des —c1(L;) et
inversement, tout polynome symétrique en les —c;(L;), a coeflicients dans k, est un
polynome en les ¢*c;(€)). En particulier il provient d’une classe sur X.
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10.2.5 Cas des faisceaux cohérents

Supposons que X est lisse et projective. Alors les faisceaux cohérents F sur X
admettent des résolutions a gauche finies localement libres :

0—=F,—...—>Fg—F—0, (83)

oin=dimX.
On définit alors les classes de Chern ¢;(F) comme étant les termes de degré 2i
de la classe de Chern totale ¢(F) de F, soit

c(F)=14ci(F)+...cn(F),

avec ¢;(F) € H2%(Xy). Les classes de Chern des F; ont déja été définies puisqu’ils
sont localement libres, et la classe de Chern totale de F est définie par

o(F) =[] etr),

i

olt ¢, = (—1)%, et I'inverse c¢(F;) est défini formellement, sachant que ¢(F;) = 1 + a,
ol « est un élément nilpotent de 'anneau commutatif H},(X/k). (Notons en effet
que comme dim X = n, on a H1(X,G) = 0 pour tout faisceau cohérent G sur X
et tout ¢ > n = dim X. La suite spectrale associée a la filtration de Hodge sur le
complexe de de Rham montre alors que H)p(X/k) =0, 1 > 2n.)

Il reste a voir que cette définition est indépendante du choix de la résolution a
gauche choisie. Cela résulte du fait que la formule

o(F) = e(F)

est valide lorsque F est localement libre, ce qui est une conséquence immédiate de
la formule de Whitney appliquée aux suites exactes courtes

0—-2Z;—F —Zi-1—0

déduites de la résolution (83), (qui sont des suites exactes courtes de faisceaux
cohérents localement libres).

Pour voir comment cela s’applique, soit F un faisceau cohérent, et soit £ une
résolution finie a gauche localement libre de F. Donc & — F est surjective, et le
complexe & est exact en degré ¢ > 0. Soit maintenant £ une autre résolution finie
localement libre de F. On montrera plus loin le lemme 10.19 suivant :

Lemme 10.19 1[I existe deur suites exactes de complexes bornés de Ox-modules
libres

0—-G —H. — & —0, (84)

0—-G —-H =& —0, (85)

ot les complexes G. et G' sont exacts.
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En admettant le lemme, on conclut de la maniére suivante : On veut montrer que si
on a une résolution a gauche finie localement libre £ de F, la classe

Hc ) e = (— 1)i,

est indépendante du choix de £.. Si on on prend une seconde résolution &', on ap-
plique le lemme 10.19, qui nous fournit les suites exactes (84) et (85). Celles-ci
fournissent a leur tour en appliquant la formule de Whitney & chacune des suites
exactes courtes

0—-G —H;,— & — 0,

0—G —H; — & —0,
C(Hz) = C(Qz)c(gz)v C(Hl) = C(gll)c(gz/)v

[Teter = [T ero IT G,
[T et =TT et TLetgn

On utilise alors I'observation faite plus haut, que pour les complexes exacts bornés
de faisceaux de O x-modules libres G. et G/, on a

1= HC(Qi)EH 1= HC(%’)G

d’ou

Démonstration du lemme 10.19. Si on a un morphisme de complexes, sur-
jectif sur chaque terme £ — &, compatibles avec les morphismes « : & — F et
o : &) — F,le noyau G est un complexe de O x-modules libres qui est exact, vu que
E. et & sont quasi-isomorphes. Il suffit donc de poser H. = £., G. = 0 pour obtenir
ce qu’on veut.

Dans le cas général, il suffit de trouver un complexe borné de O x-modules libres
‘H. qui est une résolution a gauche de F et qui s’envoie surjectivement a la fois sur
E. et sur &, de fagon compatible avec les morphismes « : & — F et o' : &) — F.
En effet, les noyaux G. et G’ seront des complexes exacts bornés de faisceaux de
Ox-modules libres. Considérons le noyau Ky du morphisme

So®EN— F,

(e,e)) — ale) —d/ ().

Ce noyau n’est pas nécessairement localement libre, mais comme les morphismes «
et o/ sont surjectifs, il s’envoie surjectivement sur & et &) via les projections, et par
définition de Ky, on a a0 p; = o/ o ps.

Soit § : Hg — Ko un morphisme surjectif, avec Hy localement libre. Alors les
fleches p; o B sont surjectives et satisfont

aopioff=a opyof.
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On construit ensuite H; de la facon suivante : on veut que pour i > 1, H; s’envoie
surjectivement d’une part sur & et & par des morphismes qu’on note §; et 3,
et d’autre part sur Ker (d;—1 : Hi—1 — H;—2) par un morphisme qui fournira la
différentielle d; : H; — H;_1. On veut aussi que les morphismes

Bi: My — &, B Hi — &
soient compatibles aux différentielles :
Biirodi1=d5_y 0B, By odiy =d5 of (86)

On définit
K; C&; @8{ ® Kerd;_1

comme le noyau de ’application
EDE D Kerdig — &1 DE_,

(e, ¢, 0) = (dF(e) = Bim1(v), &' () — Bi_y (v))-

On vérifie que les trois projections sont surjectives, comme conséquence de ’exacti-
tude de & et & en degré > 0 et des régles de compatibilité (86) pour i — 2. (Pour
1 =1, et donc i — 2 = —1, on pose

Hi=E1=¢E1=F)
Finalement, on choisit un morphisme surjectif
Hi— Ki

avec H; localement libre, et on définit 5;, 5/, d; comme les compositions de ce mor-
phisme avec les différentes projections. [

Quatrieme partie

Platitude et déformations

11 Eléments de théorie des déformations

11.1 Foncteurs de déformations

Soit X une variété projective définie sur k. Il existe différents foncteurs de
déformations de X. Le principal probleme consiste a décider si on veut déformer X
comme variété projective ou si on veut aussi étudier des déformations plus générales
(par exemple k = C et on veut étudier toutes les petites déformations de la structure
complexe).

Dans ce cadre de déformations plus générales, on arrive vite a des problemes
majeurs, qui sont les suivants :

Supposons k = C. Alors certaines variétés algébriques complexes admettent des
déformations qui ne sont plus du tout algébriques, c’est-a-dire que la déformation
de la structure complexe fait disparaitre le fibré en droites holomorphe dont les
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sections permettaient de plonger X dans un espace projectif. L’exemple-type est
donné par les déformations des tores complexes ou des surfaces K3 : les surfaces
K3 projectives sont paramétrées par une union dénombrable d’hypersurfaces dans
I’espace des déformations des surfaces K3 comme variétés complexes. De méme, les
déformations d’un tore complexe projectif (une “variété abélienne”) de dimension g
forment localement une sous-variété de dimension 9(97;1)
du tore, qui est de dimension g2.

Cependant, il n’y a pas de bon espace de déformations pour les variétés com-
plexes, méme kahlériennes, méme si, comme dans les exemples mentionnés ci-dessus,
il existe une bonne famille universelle locale de déformations. L’un des paradoxes
rencontrés ici est qu’a un ordre fini, on peut étudier dans un cadre algébrique les
déformations non algébriques d’une variété algébrique.

Le probleme qu’on rencontre est le suivant : le foncteur de déformations est un
foncteur Fx qui va de la catégorie des k-schémas pointés (B,0) vers la catégorie
des ensembles, et qui a (B,0) associe les classes d’isomorphisme (au-dessus de B)
de k-schémas 7w : X — B plats et propres au-dessus de B, munis d’un isomorphisme
Xy :=m1(0) = X.

On aimerait pouvoir “représenter” ce foncteur, c’est-a-dire trouver un objet uni-
versel (M, 0) tel que ’ensemble Fx (B, 0) s’identifie aux morphismes d’objets pointés
(B,0) — (M,0).

Malheureusement, la question est de savoir dans quelle catégorie il faut choisir
M. L’exemple ci-dessus des surfaces K3 montre qu’on peut avoir une tres bonne
théorie formelle (c’est-a-dire limite des ordres finis) sans disposer d’objet global, la
raison étant qu’a ’ordre fini ou formel, on peut rester dans la théorie des k-schémas,
tandis que si on veut vraiment étudier des déformations, on doit passer par exemple
dans la catégorie des variétés complexes.

Le plus prudent compte tenu de ces pathologies consiste a étudier les déformations
formelles ou méme a 'ordre fini, sur des bases artiniennes. On peut dans ce cas sous
certaines réserves construire des schémas formels qui représentent le foncteur de
déformations.

de ’espace des déformations

Les problemes que l'on rencontre ne sont pas par ailleurs spécifiques du fait
qu’il existe des déformations non algébriques. Ils apparaissent déja lorsqu’on veut
étudier les déformations des variétés sans spécifier une “polarisation” (un faisceau
inversible ample). Ces problémes sont principalement liés a 1’absence de controle sur
les groupes d’automorphismes des variétés non polarisées.

L’alternative consiste donc a n’étudier que les déformations projectives. On dis-
pose alors de la théorie du schéma de Hilbert, ou les problemes de représentabilité
sont tous résolus, et qui permet de paramétrer les déformations par une base pro-
jective. Cependant on regarde ici un foncteur différent, qui étudie les déformations
de variétés plongées dans ’espace projectif. En quotientant ensuite par 'action du
groupe des automorphismes de PV, on peut obtenir des “espaces de modules” qui
parametrent le choix d’une variété X et d’un fibré en droites tres ample sur X. On
renvoie a [8], [11] pour une telle étude.

Dans un premier temps, on va se contenter d’étudier le foncteur de déformations
formelles, qui est un foncteur défini sur la catégorie des schémas artiniens locaux
(un point muni d’un anneau structurel artinien local) et qui a B associe I’ensemble
des classes d’isomorphisme au-dessus de B de k-schémas X — B plats et propres
au-dessus de B, munis d’un isomorphisme Xy = X.
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Le cadre des schémas artiniens locaux est vraiment la cadre naturel pour faire
de la théorie des déformations. Moralement, on est en train d’étudier les voisinages
infinitésimaux de 0 dans un espace de déformations M qui n’existe pas en général
comme k-schéma.

On va faire ci-dessous une étude plus grossiere qui consiste a étudier les arcs
a lordre fini dans cet espace M, ce qui veut dire qu’au lieu de décrire tous les k-
schémas X — B plats et propres au-dessus de B, avec B = Spec A, A = anneau
artinien local de corps résiduel k, on va se contenter de regarder les déformations
d’ordre n

Xn — Ag,

A, = Speck[t]/t"*1. On va donc décrire les déformations du premier ordre (n = 1),
ce qui est moralement l’espace tangent de Zariski de M en 0, puis les obstructions
a étendre les arcs a un ordre supérieur, ce qui revient a étudier grossierement la
singularité de M en 0. On traitera le cas ot X est lisse, puis on dira un mot sur le
cas général.

11.2 Classe de Kodaira-Spencer

X étant une k-variété projective et lisse, on considere les déformations du premier
ordre de X, c’est-a-dire les morphismes propres et plats

7T:X1—>A1

de fibre centrale isomorphe & X. L’anneau de fonctions de A; étant k[t]/t2, la fonc-
tion 7*t, qu’on notera encore t, engendre 'idéal de la fibre centrale, X, et comme
le noyau de t : Oa, — Oa, est égal a k = E[t]/t = Oy, la platitude entraine que le
noyau de ¢t : Ox, — Oy, est isomorphe a Ox,. Le faisceau structurel Oy, s’inscrit
donc dans une suite exacte :

0 — Ox, i>(9X1 — Ox, — 0. (87)

Etant donné un tel morphisme, on note tout d’abord que 2y, |x, est localement
libre sur la fibre centrale Xg. Ici les faisceaux de différentielles sont les faisceaux de
différentielles de Kéhler par rapport a k. En effet, on utilise la suite exacte (87) et
le lemme 7.15 décrivant la fibre de Qx, /. en un point z € X; = Xj :

Cela entraine immédiatement qu’on a une injection de O, dans Qx|x,, donnée par
la multiplication par dt, et la suite exacte de différentielles de Kahler (c’est la suite
exacte conormale de X dans X7) :

0 — Qa0 — xy1x, — 2x, — 0. (88)

Xo étant lisse, le faisceau {2x /i est localement libre sur Xo, et la suite exacte 88
montre que Oy, |y, est localement libre sur Xp.

De méme (24 |o est localement libre engendré par di. En effet, 2a, est engendré
par dt, avec la relation 2tdt = 0. Son pull-back 725 o est donc le fibré trivial sur
Xy, de générateur dt.
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La suite exacte (88) fournit donc une extension de Q2x par le fibré trivial Oxdt.
Comme X est lisse ces extensions sont paramétrées par

Ext'(Qx,0x) = HY(X, Tx).

En effet, la classe d’extension e associée a (88) est obtenue en dualisant (88), ce qui
donne

* * 8
0—Tx — (7°Qa,0)" — OX& — 0,

et la suite exacte longue de cohomologie fournit alors

0
§: HY(X, OX&) =k — HY(X,Tx).
Inversement, soit e € H'(X,Tx). On construit un faisceau localement libre F*
sur X et une suite exacte :

0—-Tx - F*"—-0x —0

de la maniere suivante : Choisissons pour un recouvrement affine de X par des
ouverts U;, une représentation de e par un 1-cocycle de Cech & valeur dans T, soit
eij € I'(Uij,Tx). Le faisceau F* sera défini comme F* = Tx & Ox sur U;, avec
fonctions de transition

Fij (t, a) = (t + ozeij, a)

sur U;;. La condition de cocycle e;; + € + ey = 0 garantit que I';j oI'jp o I'y; = Id
sur U;ji, garantissant que la définition de F' est cohérente.

Théoréme 11.1 L’application qui a X1 associe la classe d’extension e définit une
bijection entre l’ensemble des déformations du premier ordre de X et lespace H* (X, Tx).

Démonstration. Il est standard que la classe e détermine l'extension (88) (cf [12]).
Montrons comment l’extension (88) qui détermine un fibré F sur X s’inscrivant dans
une suite exacte :

0—0x - F5Qx —0, (89)

permet de reconstruire un schéma X7, muni d’un morphisme dans Aq, avec fibre
centrale Xo = X, et tel que F = Qx| x,-

Il faut voir que X; n’est rien d’autre que X avec un faisceau de fonctions étendu
par des nilpotents (la fonction ¢). Il suffit donc de construire le faisceau d’algebres
Ox, sur X, qui doit entrer dans la suite exacte

0—>(’)X—t>0X1—>0X—>0,

ou la fleche de droite est la restriction de X; a X = Xy, et la fleche de gauche est
I'inclusion de Zx, &£ Oxt dans Ox,. On dispose de la différentielle d : Ox — Qx et
de la restriction r : 7 — Qx. On va définir Ox, comme un produit fibré a partir de

F

Ox, :={(a, f) € F® Ox, r(a) = df }. (90)
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Pour conclure, il suffit de décrire la structure de k-algebre sur Ox, . Cette struc-
ture est dictée par la regle de Leibniz. On veut en effet que la fleche

0X1 — F = QX1|X

(@, f) =«
soit la différentielle de Ox, composée avec la restriction a X. On doit donc avoir
(@, [)(B:9) = (ag + B, f9)- (91)

La formule ci-dessus décrit une structure de k-algebre commutative sur le faisceau
Ox, décrit par la formule (90), pour laquelle le morphisme Ox, — Ox, (a, f) — f
est un morphisme surjectif de k-algebres, dont le noyau est isomorphe a

Ker (r: F — Qx),

qui est aussi isomorphe & Oy d’apres (89). De plus ce noyau est un idéal de carré
nul d’apres la formule (91). |

Définition 11.2 La classe e € HY(X,Tx) associée a une déformation du premier
ordre X1 — A1 de X est appelée la classe de Kodaira-Spencer de la déformation.

11.2.1 Cas général

Dans les arguments ci-dessus, on n’a pas utilisé I’hypothese que X était lisse,
sauf pour identifier Emth(Q x,0x) et H'(X,Tx). La seule chose qui est utilisée
est le fait suivant :

Lemme 11.3 On a une identification de Ext}QX(QX,C’)X) avec l'ensemble des ex-
tensions F de Qx par Ox.

Un tel fibré F s’inscrivant dans une suite exacte (89) fournit alors une déformation

X1 de X par la formule (90).

Démonstration du lemme 11.3. Soit e € ExtéX(QX, Ox), Il existe un fais-
ceau localement libre H, et une surjection

de noyau G. On peut prendre pour H un faisceau de la forme Ox(—1)V, avec [ et
N suffisamment grands. Alors on a Ext'(H,Ox) = H* (X, H*) = 0 par le théoréme
d’annulation de Serre 2.40, et la suite exacte longue des Ext fournit une surjection

Homo, (G,0x) — Exty, (Qx,O0x).
Soit f € Homo, (G, Ox) s’envoyant sur e, et définissons F par la formule :
F=0x®H/Im(f,i),

ou i est l'injection de G dans H, de sorte que (f,7) est une injection de G dans
Ox @ H. On vérifie immédiatement que le faisceau F ainsi défini est un faisceau
cohérent sur X, qui est une extension de Q2x par Ox, dont la classe d’extension est
e. |
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11.3 Obstructions : Le “principe de relévement 77

Soit 7 : X,, — A,, un morphisme plat et propre. On supposera pour simplifier
que la fibre centrale Xy est lisse. Comme précédemment, A, := Speck[t]/t"T! mais
on supposera que le corps k est de caractéristique 0.

On montre tout d’abord :

Lemme 11.4 Le faisceau Qx, |x,_, est localement libre sur X,,—1, le faisceau des
différentielles relatives 2x, /a,, est localement libre sur X, et on a la suite exacte
des différentielles relatives

O - Oanldt - QX’(L‘anl - (QX’n/An)‘anl - O (92)

Démonstration. Dans le cas ou X;,, = A,,, cela résulte du fait que, par définition,
le faisceau 2a,, est engendré sur Oa, par dt avec la relation t"dt = 0. Donc par res-
triction & A,_1 il devient libre de générateur dt. Dans le cas général, considérons un
point fermé x € Xy qu’on supposera pour simplifier défini sur k. Comme X est lisse,
I’anneau local Ox ; admet un systeme de parametres locaux ¢1,..., 94, d = dim X,
qui satisfont

9i S Mazv @X,z = k[[glv o agd]])

ou I'anneau Ox ; est le complété formel de Ox , le long de son idéal maximal M,.
On a une surjection d’anneaux locaux

OXn,x - OX,:Cv
et on peut donc choisir des relevements
9i € Ox,, 2, Gi|x = Gi-

On dispose par ailleurs sur X,, de la fonction ¢, qui satisfait t"T! = 0, et la platitude
de 7 fournit une suite exacte :

0—Ox, , i»Oxn — Ox — 0,

correspondant a la suite exacte analogue sur A,,.
On a un morphisme naturel

k[[31, - -, Gar 1]/ (") — Ox,

et on montre a l'aide de la suite exacte ci-dessus et par récurrence sur n, que ce
morphisme est un isomorphisme.
On en déduit immédiatement les énorﬁégroncernant les diﬂérentiellAes, puisqu’on
a une présentation du complété formel Qx, , comme le quotient du Ox,, ,-module
libre R
Ox,« <dg,...,dgq,dt >

par la relation t"dt = 0. [

Notant 7,1 la restriction de 7 & X, 1 := 7 !(A,_1), on a l'application de
Kodaira-Spencer de X,,, qui donne une classe

Qn—1 € Hl (anla TXn,l/An,l )7
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et qui est définie comme la classe d’extension de la suite exacte (92). Ici, le faisceau
tangent relatif est le faisceau localement libre défini comme le dual de Qx, /A, _,,
et on utilise I'identité

E:Ut%’)an (QXn—l/An—l7 Oanl) ~ H! (Xn—1, TXn—l/An—1)7

est localement libre sur X,,_; (cf preuve du corollaire

due au fait que Qx, /A, ,

9.6).
Notons que (2x, /A, )x,_, est naturellement isomorphe a Qx /A, _,; en par-
ticulier, la restriction de Qx, /A, a la fibre centrale Xo = X est isomorphe a
On désire étendre la déformation X,, — A, d’ordre n de Xy a 'ordre n + 1,
c’est-a-dire construire un schéma

7 X1 — Apgr
plat et propre au-dessus de A,,;1, tel que
W,_I(An) = X,
et qu’on ait un diagramme commutatif :

Xn — Xn+1
Tl ],

An — An+1

On rencontre en général des obstructions non triviales (qui sont dans H2(X,Tx),
voir ci-dessous), et qui moralement refletent le fait que la base de la déformation
universelle peut étre singuliere. (On peut penser a la déformation X,, — A,, comme a
un morphisme défini sur A,, et & valeurs dans un schéma de déformations (inexistant
en général) et la possibilité ou non d’étendre ce jet a I'ordre n+ 1 traduit la présence
de singularités de ce schéma.)

Le principe de relevement T est une sorte de linéarisation du probleme qui peut
s’énoncer de la fagon suivante :

Théoréme 11.5 L’obstruction a étendre m en une déformation a 'ordre n + 1
7 Xpy1 — Apga
est €gale a 'obstruction a étendre la classe de Kodaira-Spencer
Qp_1 € Hl(an,TXn,l/An,l)

en une classe
an € H' (X0, Tx, /a,),

(ot comme précédemment Tx,/a, est le faisceau localement libre sur X, défini
comme le dual de QX,, /A, ).

Corollaire 11.6 Cette obstruction vit dans H*(X, Tx).
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Démonstration. Le faisceau T, /s, ¢tant localement libre sur X, on a la suite
exacte : .
0— TX t_) TXn/An - Tanl/Anfl — 0.

La suite exacte longue de cohomologie associée fournit
0
HY (X5, Tx, /a,) = H' (Xn-1,Tx, y/a, ;) = H*(X,Tx),

ce qui montre, combiné avec le théoreme 11.5, que l'obstruction cherchée est égale
ad(k) € HX(X,Tx). n

La principale étape de la preuve du théoreme 11.5 est le lemme suivant, qui
généralise la construction faite dans la preuve du théoréeme 11.1 :

Lemme 11.7 Le schéma X, est déterminé par X,—1, et par la donnée du faisceau

de Ox,,_,-modules libres Qx, |x, _, et de Uapplication de restriction qu’on noterar :

T QXn|Xn71 - Qanl

(dont le noyau est isomorphe a Ox, de générateur t"~1dt).
De plus, la paire (Qx,|x,_,,7) est seulement assujettie a la condition que la
restriction de r a X,_9o induit un isomorphisme :

T QananQ - anfl‘an2'
Démonstration. En effet, considérons 'application
/’L : OXn - OXn—l EB QXn‘Xn_l

définie par
N(f) = (f|Xn,1 ) df|Xn71)‘

Ici on note un peu abusivement df;y . limage de df € Qx, dans Qx |x ..
| n—1 n nl n—1

Lemme 11.8 p est injective et l'image Im p = Oy, est exactement décrite de la
maniere suivante :

Imlu = A = {(g7a) G OXTL*I EB QXn‘anl’ dg = 7‘(0&)} (93)

Démonstration. Pour l'injectivité, si g € Kerp, on a g|x,_, = 0 et donc g = ht",
pour une fonction h € Ox. Alors

dg = nht" 'dt mod. t",

et comme on est en caractéristique 0, ceci ne peut s’annuler dans Qx, x,_, que si
h =0, d’apres le lemme 11.4.

Surjectivité : Clairement 'image de p est contenue dans A, et pour voir qu’on a
I’égalité, on prend (g, ) € A, et on cherche f avec

NiXnor = 9 A ix,_, = (94)

Prenons d’abord une f satisfaisant la premiére condition. Alors le f doit étre de la
forme .
f=F+tn,
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pour une fonction i € Ox. On veut f telle que df|x, _, = «, et on sait que r(a) = dg.
Comme ﬁXn—l =getr(a)=dg,ona

r(dfx, , —a)=0.

Or le noyau de 7 est engendré par t"~'dt. On a donc

dfx, , —a=nht""'dt,

pour une certaine fonction h € Ox. Donc f := f — ht™ satisfait la condition (94)
voulue. [ ]

Revenant a la preuve du lemme 11.7, il faut noter pour conclure que la structure
d’anneau sur Oy, = A est donnée (a I'aide de la reégle de Leibniz) par

(g,a) ' (glva/) - (fg7 fO/ —|—g,C¥).

On vérifie que c’est bien un anneau plat sur Oa,,, et en utilisant (93), qu'on a une
suite exacte .
O—>(9Xt—>A—>(’)Xn71 — 0.

Le lemme 11.7 nous donne donc une recette pour reconstruire X,, a partir de la
donnée de X, et de Qx,|x,_,,
appliquer pour construire 'extension X, 1.

Preuve du théoréme 11.5. Supposons donné X,, — A,. On a le faisceau
cotangent relatif Qx, /A, qui est localement libre par le lemme 11.4, et de plus on
a Qx, qui n’est pas localement libre, mais le devient apres restriction a X,,_1, (cf
lemme 11.4). On a 'application de Kodaira-Spencer de X,,, qui donne une classe

muni de 7 : Qx, |x,_, — {2x, ,, qu’on va en fait

an—1 € H (Xn_1,Tx, \/a, 1)

oy 1
Supposons qu’on arrive & étendre cette classe en o, € H'(X,,Tx, /An)- Alors ay,
fournit un faisceau localement libre £ sur X,,, qui est une extension

0— Ox, — & — Qx,/a, — 0. (95)
De plus on a un isomorphisme naturel

Expr = QX0 Xn1s (96)

puisque «, étend v, 1.
Pour construire X,,11, d’apres le lemme 11.7 et sa conclusion, il suffit de pouvoir

poser
E=0x

n+1‘Xn7

et de connaitre r. En d’autres termes, il suffit de savoir qu’il existe r : £ — Qx,,
telle que la restriction de r a X,,_1 soit I'identité, compte tenu de l'identification
(96).

Or £ admet deux fleches : 'une qu’on notera

J1:€ = Qx,/a,s
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donnée par la suite exacte (95), 'autre qu’on notera

f2 & — QXn|Xn,17

, ) . ~ . .
donnée par l'isomorphisme &x, , = Qx,|x,_,- Ces deux fleches sont compatibles
au sens ou l'on a

grofi=gaofo:&—Qx, /a1 (97)

ou

91 Qx,n, = QX1 /An
et

92 Qx, X0y — QX0 i/Any

sont les fleches naturelles.
Pour conclure il suffit donc de montrer :

Lemme 11.9 On a une identification naturelle
QXTL = B C QX’VL/ATL ©® QXWL‘Xn717

B :={(a, ), g1(a) = g2(B)}

En effet, le lemme 11.9 combiné avec (97) montre que (fi, f2) fournit application
r: & — Qx, désirée. Le lemme 11.7 conclut alors la preuve du théoreme 11.5. [

Preuve du Lemme 11.9.
Ingectivité : Soit n € Qx, , s’envoyant sur 0 par les restrictions naturelles dans
Qx, /8, DLx,|x,_, - La condition que n s’annule dans Qx, /A, dit que n = hdt. Alors

on trouve que t" divise h. Or dans Qx,,, on a déja

comme 7 s’annule dans Qx, |x,_,

t"dt = 0.

Surjectivité : Soit (a, ) € B. 1l existe (localement, tout est local ici) v € Qx,
telle que l'image de v dans Qx, /A, soit égale a a. On peut modifier v par une
différentielle de la forme hdt. Soit 7/ 'image de v dans §2 Xn|X,_,- Alors on a

92(Y) = g1(a) = g2(6)

puisque (a, #) € B. On en déduit que

92(7/ - /B) = 07

ce qui équivaut & v/ — 3 = hdt, ou h est une fonction sur X,,_1. En corrigeant v par
hdt, on trouve donc un 4 € Qx, qui s’envoie sur (a, 3).
|

12 Platitude

12.1 Modules plats sur un anneau

Rappelons qu'un module M sur un anneau commutatif unitaire A est dit plat si
le foncteur N — M ®4 N est exact sur la catégorie des A-modules. (Ce foncteur est
toujours exact a droite, et donc c’est l'exactitude & gauche qui est demandée ici.)
Une caractérisation équivalente fait intervenir les T'or (cf [7]) :
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Lemme 12.1 M est plat sur A si et seulement si pour tout A-module N, et pour
tout 1 >0, on a :
Tor{(M,N) = 0.

Rappelons que les T orf(N , R) sont calculés comme les groupes d’homologie du
complexe

Ni+1®R—>NZ‘®R—>NZ‘_1®R—>...,

avec
Nz+1—>N,L—>N0—>N—>0

une résolution projective a gauche de N. On a le lemme suivant :

Lemme 12.2 Si A est local Noetherien d’idéal mazimal M et M est de type fini,
alors M est plat sur A si et seulement si M est libre sur A.

Démonstration. C’est évidemment une condition suffisante. Inversement, si M est
plat, soient my,...,m, € M tels que les m; modulo MM fournissent une base de
M/MM =M ®k, ou k= A/M est le corps résiduel de A.

Le lemme de Nakayama entraine alors que ’application

A" — M, (a1,...,a) HZaimi
i

est surjective. Soit R son noyau. On a la suite exacte
0—-R—A"—> M —0.

Comme M est plat, cette suite reste exacte apres tensorisation par k, comme le
montrent la suite exacte longue des Tor et le fait que T' orf‘(M ,k) = 0. Mais par
définition des m;, la fleche induite A" ®k — M ®k est un isomorphisme. Il en résulte
que R® k =0 et donc R = 0 par Nakayama, vu que R est de type fini. [

Une propriété essentielle des modules plats est la suivante :

Proposition 12.3 Soit
O—-My— M —...— M, —0
un complexe exact de A-modules, avec M; plat pour i > 0. Alors My est plat.

Démonstration. En scindant le complexe ci-dessus en suites exactes courtes, il
suffit de prouver que si

est une suite exacte de A-modules, avec P et () plats, alors R D'est.

11 suffit pour cela d’apres le lemme 12.1 de montrer que Tor;f‘(E ,R)=0,i>0
pour tout A-module E.

Or on a la suite exacte des Tor :

Tord 1(E,Q) — Tor{(E,R) — Tor{(E,P) — ...
qui montre que Tor{, | (E,Q) = 0 et Tor{*(E, P) = 0, i > 0 entrainent Tor;'(E, R) =

0,i> 0. n
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12.2 Modules gradués et polynéome de Hilbert

Soit k un corps, et soit M = @M' un module gradué de type fini sur I’anneau
gradué k[X1,..., X,]. En particulier, chaque M" est de rang fini sur k.

Théoréme 12.4 [l existe un polynome Py a coefficients rationnels, ayant la pro-
Prieté que
Py (1) = dimy M,
pour I entier suffisamment grand.
Démonstration. Par récurrence sur n. Considérons la multiplication par X,

X, : M — MTh

Soit K~ son noyau et Q! son conoyau. Ce sont des k[X1, ..., X,,_1]-modules gradués
de type fini. Il existe donc Pk et Py tels que

PK(Z) = dim K, PQ(Z) = dimiQy, | >> 0.
On a alors :
dim M — dimp M' = Po(1+1) — Pg(l), 1 >> 0,

ce qui entraine immédiatement le résultat. [

On a en vue le cas ot X C P} est un k-schéma projectif, et F est un fais-
ceau cohérent sur X. On sait alors que ®;>0H"(X,Ox(1)) est d’engendrement fini
sur k[Xp,...,X,]. Le polynome de Hilbert de ce module gradué est alors appelé
polynoéme de Hilbert de F.

12.3 Faisceaux plats au-dessus d’une base

La situation est la suivante : on considere un k-schéma quasi-projectif X, un
k-schéma quasi-projectif B, et un morphisme projectif

m: X — B.
Rappelons que le morphisme 7 est projectif, s’il existe une factorisation de 7
X - Bx, PN = B,

ol la premiere fleche est un plongement et la seconde est la premiere projection. Soit
F un faisceau cohérent sur X.

Définition 12.5 Le faisceau F est plat sur B si F est un faisceau de 7 'Op-
modules plat. En d’autres termes, les germes F,, x € X sont plats sur les anneaux
locauzr Oy, y = 7(x). Cela entraine aussi que si y € B, et U est un ouvert affine
de X dont l'image par 7 est contenue dans un ouvert affine V de B contenant y, le
localisé en y de F(U) comme Oy -module est plat sur Op .
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La structure de 7~ 'Op-modules provient de la structure de Ox-modules via I’ap-
plication 7* : 7710 — Ox. Cependant F peut trés bien étre plat sur B sans étre
plat sur X.

En général, F ne sera pas de type fini sur B, car cela impliquerait que le sup-
port de F est a fibre finie au-dessus de B. L’hypothese de projectivité va per-
mettre néanmoins de donner une caractérisation des faisceaux plats faisant recours
au lemme 12.2.

On a le résultat suivant (c’est la version relative des théoremes 2.46 et 2.40, qui
se montre avec des arguments identiques) :

Théoréme 12.6 Soit m : X — B un morphisme projectif et soit F un faisceau
cohérent sur X. Soit Ox (1) un faisceau relativement trés ample sur X, c’est-a-dire
la restriction & X C B xj, PN de pr3(Opn (1)) pour un plongement relatif adéquat
de X.

Alors les faisceauz Rim F (1), € Z sont cohérents sur B. De plus ils sont nuls
pour 1 >> 0.

On va utiliser maintenant ces résultats pour donner la caractérisation suivante
des faisceaux plats a support projectif sur une base B.

Théoréme 12.7 Soient X et B des k-schémas quasi-projectifs et soientm: X — B
un morphisme projectif et F un faisceau cohérent sur X. Alors F est plat sur B si
et seulement si, pour | >> 0, RO, F (1) est localement libre sur B.

Démonstration. Le résultat est local sur B, qu’on peut donc supposer affine, soit
B = Spec A. Soit alors U = (U;) un recouvrement affine fini de X et soit C" (U, F (1))
le complexe de Cech de F (1) relativement a U, qu’on voit comme un complexe de
A-modules. Soit u € Spec A un idéal premier. Par platitude de F sur B, les localisés
C"(U,F(1)), en p des termes du complexe de Cech

C"(U, F (1) = @|pj=r: T (Ur, F(1)) (98)

sont plats sur A,. Par ailleurs, pour [ >> 0, le complexe cu,r (1)), est exact en
degré s > 0 d’apres le théoreme 12.6, puisque sa cohomologie est égale a (R*m, F (1)),
par la proposition 2.31. De plus, sa cohomologie en degré 0 est égale pour la méme
raison a (ROm. F (1)),

En conclusion, pour [ >> 0, le A,-module (R°m,F(l)), admet une résolution
a droite par le complexe C"(U, F(1)) x qui est constitué de A,-modules plats. II est
donc plat sur A, par la proposition 12.3, et comme il est de type fini par le théoreme
12.6, il est libre par le lemme 12.2. Ceci montre le “seulement si”.

Il reste a voir que la condition est aussi suffisante. L’énoncé étant local sur
B, on peut supposer que B est affine, B = Spec A. Soit [y tel que pour [ > I,
RO7,F(l) := M soit plat sur A.

Ona X C Bx,PY, avec PY = Projk[Xo, ..., Xn], et le A[Xy, ..., Xn]-module
gradué

M = @ZZloMl

est plat sur A.

Or le faisceau F (vu comme un faisceau de Opn-modules) est déduit de M par
la contruction décrite dans la section 2.4 : Pensemble de ses sections sur un ouvert
affine standard, c’est-a-dire de la forme

Spec A[Xo/Xi,...,Xn/Xi] C B x; P
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est égal a M, o, c’est-a-dire la partie de degré 0 du localisé de M le long de X;. Cet
ensemble est clairement plat comme A-module, étant un facteur direct du localisé
de M le long de X;. n

Lorsque la base B est irréductible et réduite, nous pouvons finalement reformuler
la condition de platitude ci-dessus en termes de polynoéme de Hilbert de la maniere
suivante :

Théoréme 12.8 Soit B = Spec A, ot A est une k-algébre locale intégre d’idéal
mazimal p, et soient K = FracA, k, = A/u le corps de fractions et le corps
résiduel de A. On note 0 € Spec A le point fermé d’idéal p. Soit m : X — B un
morphisme projectif et soit F un faisceau cohérent sur X. Alors F est plat sur B
si et seulement si les polynomes de Hilbert de Fi sur Xp et de Fx, sur Xo sont
égaut.

Ici Xg C X est la fibre centrale de 7, définie par I'idéal n*p - Ox.
Démonstration. On montre en utilisant le théoreme d’annulation 12.6 appliqué
a Ix,F que pour [ >> 0, on a un isomorphisme canonique donné par la restriction :

(ROmF (1)) = H°(Xo, Fix, (1))- (99)
On utilise pour cela la suite exacte
0—Ix, F(l) = F(I) = Fix, (1) = 0,
avec Pannulation Rl7,(Zx,F(I)) = 0 pour [ >> 0, qui fournit la suite exacte :
0 — R'm(Ix, F (1)) — R°m.F (1) — H*(Xo, Fix, (1)) — 0.

Par ailleurs, soient g1, ..., g, des générateurs de y comme A-module. On a alors une
surjection

A'rl — i — 07 (al) = Zgiaia
7

qui induit, du fait que
7T Xog =T * - @) X
une suite exacte de faisceaux cohérents sur X (définissant K)

0—-K—F"—1Ix,F—0.

Tensorisant cette suite exacte par O(1) et utilisant le fait que pour ! >> 0, R'm, K (1) =
0, on conclut que la fleche naturelle

p® ROm F(l) — ROm.(Zx, F(1))

est surjective pour [ suffisamment grand, d’ou 'on déduit que (99) est un isomor-
phisme pour [ >> 0.
On trouve donc que le polynome de Hilbert P de Fx, satisfait pour [ >> 0 :

Py(l) = rangk#(Roﬂ*]:(l)m).
Par ailleurs on a aussi

R F(l) ®a K = H (XK, Fx (1)),

169



et donc le polynéome de Hilbert Px de Fg satisfait :
Pg (1) = rangg (R°m. F () k).

L’égalité des deux polynémes de Hilbert se traduit donc par le fait que R7,.F(I) a
son rang générique égal au rang de sa restriction au point fermé 0, ce qui équivaut
au fait qu’il est libre sur A (cf lemme 7.16). 11 suffit alors d’appliquer le théoréme
12.7. [ |

12.4 Polynome de Hilbert et finitude
12.4.1 Degré

Soit X C P} un sous-schéma de dimension 7. On a défini dans la section 3.6 le
degré de X, noté deg X, qui satisfait les propriétés suivantes :

- Sir =0, anneau I'(X, Ox) est un k-espace vectoriel de dimension finie. On a
deg X = dim;I'(X, Ox).

-Sir>0,on adeg X =deg H, ou H est une section hyperplane de X telle que
dim H = r — 1 et ne contenant aucune composante irréductible de X.

Dans la section 9.4.1, on a défini le degré d’un fibré inversible sur une courbe
projective lisse C. La compatibilité de ces définitions résulte du fait que si C' C P},
on a

deg C' = deg O(1)c-

En effet, par définition, deg O(1)|¢ est la longueur (ou degré) du schéma div o, ot o
est une section rationnelle non nulle de O(1). Or si on prend une projection linéaire
p de C sur ]P’,lf donnée par deux sections X;, X; sans zéros communs sur C, et si on
prend l'image inverse p~!(z) d’un point = de P} d’équation aX; — 8X;, p~!(z) n’est
rien d’autre que le sous-schéma de C défini par la section aX; — 8X; de O(1)¢-

12.4.2 Lien avec le polynome de Hilbert

Le polynome de Hilbert Px de X C [P} est défini comme le polynéme de Hilbert
du faisceau cohérent Ox.

Théoréeme 12.9 Le degré de Px est égal a v = dim X, et le coefficient dominant

(¢’est-d-dire de degré r) de Px est égal o 99X

Démonstration. Si dim X = 0, le polynéme de Hilbert est une constante égale a
h(Ox) = deg X . Avec la convention 0! = 1, ’énoncé est donc correct.

D’autre part, on a vu que si H est une section hyperplane de X ne contenant
aucune composante irréductible de X, et donc définie par une section o de Ox(1)
qui n’est pas localement un diviseur de 0, on a une suite exacte

0—0Ox —0Ox(1) — Og(1l) —0.
Cette suite exacte tordue par Ox (I — 1) donne, compte tenu de ’annulation
HYX,0x(1-1))=0,1>>0
pour [ suffisamment grand, la suite exacte :

0— HYX,0x(1-1)) — H(X,0x (1)) — H(H,Ox(l)) =0
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qui montre que
Pr(l) = Px(l) — Px(l —1).

L’hypothese de récurrence dit que Py est un polynéme de degré r — 1 de coefficient

dominant % = (quef 1))(,, ce qui donne immédiatement le résultat. |

12.4.3 Enoncés de finitude

On se propose de montrer un certain nombre d’énoncés remarquables concernant
les sous-schémas X a polynéome de Hilbert fixé. On sait (corollaire 2.42) que pour
X C P} fixé, les applications de restriction

HO( Z? O<l)) - HO(Xv OXU))

sont surjectives pour [ assez grand. On sait aussi (théoréme 2.40) que pour [ suffisam-
ment grand, les groupes de cohomologie H*(X,Ox (1)) et H' (P}, Ix (1)) s’annulent,
pour i > 0. De plus on a dim H°(X,Ox(I) = Px(l), par définition de Py. Enfin le
faisceau Zx (1) est engendré par ses sections pour [ >> 0.

A priori, le I minimum pour lesquels ces énoncés sont satisfaits dépend de X,
méme a degré fixé. On peut considérer par exemple le cas de X de dimension 1 :
si on ajoute des points & X, obtenant un schéma X' := X | |{p1,...,px}, on ne
change pas son degré. Cependant, il est manifeste que la surjectivité de I’application
de restriction

H(B}, O(1)) — HY(X', 0x/(1))

n’est pas possible pour un [ indépendant de K, car la dimension du terme de droite
tend vers l'infini avec K.

Il est remarquable que lorsqu’on fize le polynome de Hilbert P, on peut obtenir
une estimation uniforme (indépendante de X a polynome de Hilbert fixé Px = P)
pour les [ satisfaisant ces énoncés.

Théoréme 12.10 Soit n un entier et fixrons un polynéme P (prenant des valeurs
entieres sur les entiers) de degré r < n. Il existe un entier ly satisfaisant les pro-
priétés suivantes : Pour tout sous-schéma X C P}, tel que Px = P, et pour tout
> lO}

HY(X,0x(l)) =0,i>0. (100)
HY(P?,Z(1)) = 0, > 0. (101)
Zx(l) est engendre par ses sections globales. (102)

Avant de donner la preuve du théoreme, nous établissons deux résultats :
Proposition 12.11 57 X C P} est tel que
HZ(Xa OX(Z)) =0,7>0,

alors on a Px(l) = HY(X,0x(1)).
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Démonstration. On montre plus généralement que pour tout [ € Z, on a
Px(l) = x(Ox (1)) := Y _(=1)'dim H'(X, Ox(1)). (103)

La preuve se fait par récurrence sur la dimension de X, le cas n = 0 résultant des
définitions. Choisissant une section o de Ox (1) dont le diviseur ne contient aucune
composante irréductible de X (ce qui peut nécessiter d’étendre le corps k si k est
fini), on utilise la suite exacte

0—0x() S Ox(14+1) = Oy(l+1) =0,

owY=XNH,H=P}
La suite exacte longue de cohomologie associée nous dit que

X(Ox(+1)) = x(Ox(1)) = x(Oy (I + 1)).

Comme on a dimY = dim X — 1, 'hypothese de récurrence nous donne
Py (1) = x(Oy (), VL € Z.

Il en résulte que x(Ox(l)) est un polynéme en [. Comme on sait que Px est un
polynéme qui satisfait

Px (1) = h%(X,0x(I)) = x(Ox (1))
pour [ assez grand, on conclut que ces deux polyndémes sont égaux.
|

Pour le second résultat, on introduit la notion de régularité au sens de Mumford.

Définition 12.12 Un faisceau cohérent F sur Py est dit régulier au sens de Mum-
ford si
H' Py, F(—i)) =0, Vi > 0.
Le théoréme suivant est fondamental et extrémement utile :
Théoréme 12.13 i) Si F est régulier au sens de Mumford, il est engendré par ses
sections globales.
ii) Si F est régulier au sens de Mumford, F(l) est régulier au sens de Mumford

pour | > 0.
iii ) De plus, sous la méme hypothese, pour toutt > 0, la fleche de multiplication

HO (P, F) © H (PR, O(t)) — HO (P}, F(t))
est surjective.

La démonstration se fera essentiellement par récurrence sur n, en observant tout
d’abord le lemme suivant :

Lemme 12.14 La restriction de F & un hyperplan générique H =2 ]P’Z_l est encore
réguliére (ici, pour avoir un tel H, on suppose que le corps k est infini, par exemple
algébriquement clos), mais la conclusion du théoréme 12.13 reste vraie sur n’importe
quel corps).
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Démonstration. En effet, la section hyperplane H définie par une équation o €
HY(X,0x(1)) étant générique, on a la suite exacte

0— F(=1) > F(-1+1) - G(-l+1) -0,
ou G := Fjy. La suite exacte longue de cohomologie associée fournit alors
H'H PR, F(-1+ 1)) — HH PR G-+ 1)) — HY(P, F(-1)) (104)

et Pannulation de H'=H(P?, F(—1 + 1)) pour [ — 1 > 0 et de H'(P}, F(—I) entraine
donc celle de H'=1(P}~!,G(~1 + 1)) pour I — 1 > 0. ]

Démonstration du théoréme 12.13. Pour obtenir i), on note la surjectivité
de I'application de restriction

HO( Zaf) - HO(]P)Z_lv'ﬁPZ*l)

due a I'annulation de H'(P}, F(—1)), et on raisonne ensuite par récurrence sur n,
en utilisant le lemme 12.14.

La preuve de ii) se fait aussi par récurrence a l’aide du lemme 12.14. En fait,
'examen de la suite exacte longue (104) montre que H'(P?, F(—1)) = 0,1 > 0 et
HY (PP 1, G(~1+1)) = 0,1 > 0 entrainent que H'(P?, F(~1+1)) = 0,1 > 0, c’est-
a-dire que F(1) est régulier au sens de Mumford.

La preuve de iii) est plus subtile. Notons d’abord qu’en utilisant le point ii), on
se ramene a montrer la surjectivité de la mulitiplication

HO(Py, F) ® H° (P}, O(1)) — HO(Py, F(1)).

La preuve de ce résultat nécessite 'introduction du complexe de Koszul qui est le
complexe exact suivant de faisceaux localement libres sur l’espace projectif. Soit
W = H°(P},0(1)). On a la fleche d’évaluation

e: W& Opn — Opr(1)

qui est surjective, et cette fleche induit des fleches similaires

k k-1
AW — AWwWeon).

Le complexe de Koszul K est le complexe dont on montre tres facilement qu’il est

exact : +1
0= AWeO(-n-1)—= ... > We0(-1) = 0 -0,

o la derniere fleche est ev tordue par O(—1). Ici le degré est donné par K' =
AN "W ®0O(i), i <O0.
Partant de F, on veut savoir si la multiplication

W e HO(Py, F) — HO(Py, F(1))

est surjective.
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Pour voir cela, on tensorise le complexe de Koszul K par F(1), ce qui nous donne
un complexe exact £, de terme £ = F(1) et L~} = W ® F. On veut montrer que
I’application

HO(®By, L£71) — HO(P}, £°) (105)

est surjective.

1l suffit pour cela de montrer que le complexe £ <72 satisfait H?(£<"2) = 0. En
effet, soit K le noyau de I'application surjective £=! — £9. La suite exacte longue
de cohomologie associée a la suite exacte courte

0-K—-L1-52°50

montre que la surjectivité de la fleche (105) est impliquée par Pannulation H'(P?, K) =
0.

Comme le complexe £ est exact, K (placé en degré —2) est quasi-isomorphe au
complexe £ <72 qui est une résolution a gauche de K. On a donc

HY P! K)=H"1(L=7?).

Rappelons que £ = A™'W ® F(i + 1). La suite spectrale associée & la filtration
naive du complexe £=72 a pour terme

EPY = HI(PY, LP),
c’est-a-dire
-p
EPT = HUPy, AW & F(p+1)).

Or la régularité au sens de Mumford fournit I’annulation de tous les termes E]f 1 g =
—p — 1. Tl en résulte que E%! = 0, pour ¢ = —p — 1 et donc que H~1(L=72). -

Démonstration du théoréme 12.10. Tout d’abord on note que (102) est une
conséquence de (101) grace au théoreme 12.13. En effet, pour [ > Iy + n, ou [y est
choisi de fagon que (101) est satisfait pour I > Iy, on voit que Zx () est régulier au
sens de Mumford.

Pour obtenir les propriétés (100) et (101), on va raisonner par récurrence sur la
dimension. Rappelons que si H est une section hyperplane générique de X, on a
Py (1) = Px(l) — Px (I = 1). Donc pour Px fixé, Py est aussi fixé, et on peut donc
supposer qu’on a un entier mg tel que (100) et (101) sont satisfaits pour H et pour
[ > myg. Notons que (101) pour H entraine que Papplication de restriction

HO(P™, Opna (1)) — HO(H, Op (1)
est surjective, et il en résulte que la fleche de restriction :
H°(X,0x(1)) — H(H,0n (1))
est aussi surjective. En écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée a

0—0x(l—-1)—= Ox(l) = Oy(l) — 0,
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on trouve (en utilisant la remarque précédente) que 'application
HY(X,0x(1-1)) = H'(X,0x())

est injective pour I > myg, et comme ces groupes s’annulent pour [ >> 0, on en
déduit que H'(X,0x(1)) =0,1 > mg — 1.
Il reste a prouver (101) pour X. En fait, la suite exacte

0—Zx(l) = Opp(l) = Ox(1) — 0

et le théoréme d’annulation 2.36 montrent que 'annulation H*(X, Ox(l)) entraine
I'annulation de H" (P}, Zx (1)), et donc, puisqu’on a déja (100) pour X, il suffit de
se concentrer sur I'annulation de H'(P?,Zx (1)), qui équivaut aussi a la surjectivité
de I'application de restriction

HO(P}, O(1) — H°(X,0x(1)).

Soit o I’équation d’un hyperplan générique, et observons maintenant que la multipli-
cation par o : HY(P?, Ix (1)) — H*(P?, Zx(I+1)) est surjective pour [ > mg d’apres
la suite exacte

0— Ix(l) — Ix(l + 1) — IH(Z + 1) — 0

et (101) pour H.
Supposons qu’elle soit injective. Cela équivaut au fait que la fleche

HO(P Ix(141)) — H' Py Zu(l+1))

est surjective. Or d’apres le dernier énoncé dans le théoreme 12.13 et (101) pour H,
ceci entraine que la fleche

H(PY, Iy (14 s)) — HY PP, (1 +5))

est surjective pour tout s > 1, ce qui est a son tour équivalent a l'injectivité de
HY(P?, Zx(I4+s—1)) — H*(P?, Ix(I+s)) pour tout s > 1. Mais pour s suffisamment
grand, on sait que le terme de droite est nul. En conclusion, des que la multiplication
par o : HY(P?, Tx (1)) — HY (P}, Zx(l+ 1)) (qui est surjective) est injective, on sait
en fait que H' (P, Zx(I')) est nul, pour I’ > [.

Or on a dim HY(P?, Ix(mo)) < dim H°(X,Ox(mg)) = Px(my) par (100) pour
X et par la proposition 12.11. Il existe donc au plus Px (my) entiers [ successifs > my
pour lesquels la fleche (surjective) o : H (PP, Ix (1)) — HY (P2, Zx (I + 1)) n'est pas
injective.

Posant lp = mg + Px(my), on a donc montré le résultat pour X. [

12.5 Schéma de Hilbert et Grassmanniennes

Le travail accompli précédemment permet de paramétrer les sous-schémas de
P? & polynome de Hilbert fixé P par un sous-ensemble d’une certaine Grassman-
nienne. Il est en fait beaucoup plus difficile de montrer que ce sous-ensemble est un
sous-ensemble algébrique fermé, qui est la composante du schéma de Hilbert de P}
correspondant au polynéme de Hilbert P.
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Soit P un polynome de degré r, prenant des valeurs entieres sur les entiers. On
va considérer les sous-schémas X de P} avec Px = P. La dimension d’'un tel X est
donc 7, et son degré est déterminé par le coefficient dominant de P (Théoréme 12.9).
(Mais clairement, le degré est un invariant trop faible puisqu’il ne tient pas compte
par exemple des composantes de X de dimension < r.)

Les résultats de la section 12.4.3 montrent qu’il existe un entier [y, satisfaisant
les propriétés suivantes :

1. On a HO(X,0x(1)) = Px(l) = P(1), 1 > lo.

2. L’application de restriction
H°(P}, O(1)) — H°(X, Ox(1))

est surjective pour [ > [g.

3. L’idéal Zx est engendré en degré [, c’est-a-dire que Zx (l) est engendré par ses
sections globales.

Choisissons un [ > ly. D’apres 2,
HO(Py, Ix (1)) € HO(P}, Opy (1))

est de codimension égale & dim;, H(X,Ox(1)), qui vaut P(l) d’apres 1.

On peut donc associer & X un point ®;(X) de la grassmannienne G des sous-
espaces vectoriels de codimension P(l) de H O(IP’Z,OPZ(Z)), donné par ¢;(X) =:
HO (PR, Tx (1)).

Le point 3 montre maintenant que ®; est injective. En effet, on sait que Zx (1)
est engendré par ses sections. Cela signifie que

HO(P}, Ix (1)) ® Opp — Opr(1)

a pour image Zx (1), de sorte que Zx est déterminé par ®;(X).

La construction du schéma de Hilbert paramétrant tous les sous-schémas de Py
de polynome de Hilbert P consiste a prendre [ suffisamment grand et & exhiber des
équations explicites décrivant I'image de ®;.

Supposons k de caractéristique 0. Il se trouve que ces équations sont a coeflicients
rationnels (NB : la grassmannienne est définie par des équations a coefficients ration-
nels dans le plongement de Pliicker et donc cela a un sens de dire qu’une sous-variété
de la grassmannienne est définie par des équations & coefficients rationnels.)

Par la propriété universelle de la Grassmannienne, il existe alors par restriction
un sous-fibré tautologique du fibré trivial de fibre HY(P}, O(1)) sur Hp, et son image
dans pr3O(l) définit un sous-schéma dit universel

m:Xp —Hp, Xp C Hp X P}

projectif et plat sur Hp, qui a la propriété que tout sous-schéma de P% défini sur
une extension de k et a polynéme de Hilbert égal & P est une fibre de 7 au-dessus
d’un K-point de Hp.

Une conséquence remarquable du fait que les schémas de Hilbert H p sont définis
sur Q est le fait suivant : tout sous-schéma analytique complexe X de l’espace
projectif P¢ admet une (petite) déformation plate sur un sous-schéma défini sur Q.
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En effet, on sait que X est algébrique, d’apres le théoreme 6.20 (principe GAGA).
Soit P son polynome de Hilbert. Soit Hfé la composante irréductible du schéma de
Hilbert de polynoéme de Hilbert P de P¢ contenant le point correspondant a X.
Comme Hp est défini sur Q, Hfg est défini sur Q.

On utilise alors maintenant le fait suivant :

Lemme 12.15 Soit Z une variété projective compleze définie sur Q. Alors les points
de Z qui sont définis sur Q sont denses dans Z pour la topologie usuelle.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme de normalisation d’Emmy Noe-
ther (Théoreme 1.32) et de la densité de Q dans C. |

13 Etude des images directes supérieures

13.1 Le théoréme de semi-continuité

Soit 7 : X — B un morphisme projectif entre variétés quasi-projectives lisses sur
k. On notera &, C X la fibre 7=1(b). On rappelle ici que pour b € B et U C B un
voisinage ouvert affine U = Spec A de b dans B, dans lequel b correspond a un idéal
premier p de A, on a k(b) = A,/p, et X C X est défini par l'idéal ¢*p - Ox. Soit
F un faisceau cohérent sur X, plat sur B. On se propose de montrer le théoreme
suivant :

Théoréme 13.1 L’application
b— dimk(b)Hq(Xb, .ﬂ){b)
est semi-continue supérieurement.

Remarque 13.2 La platitude est nécessaire dans cet énoncé. En effet, la semi-
continuité pour la topologie de Zariski entraine en particulier, dans le cas ou la base
est irréductible réduite, que si K = k(B) est le corps résiduel du point générique,
et si b € B est n’'importe quel point (nécessairement une spécialisation du point
générique, on doit avoir :

dimy) HY(Xy, Fia,) > dimg HY(Xi, Fic).

Considérons I'exemple suivant :
B = Speck]t] est la droite affine, P2 = Proj k[Xo, X1, Xo], et

XCBkuP’,i,W:prl

est défini par 1’équation tX5 (homogene en la seconde variable). Soit F le faisceau
pri(Op2(—2)). La fibre générique de 7 est clairement isomorphe & Pk, et on a

H' (Pk, Op, (~2)) #0.

Par contre la fibre spéciale au-dessus de du point 0 d’idéal tk[t] est isomorphe & IP’%
et on a

H'(PF, Opz(—2)) = 0.
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Le théoreme ci-dessus est une conséquence du théoreme fondamental suivant
concernant les images directes supérieures des faisceaux plats sur une base.

Théoréeme 13.3 Sous les hypotheses faites ci-dessus, il existe un complexe de fais-
ceaux cohérents localement libres sur B :

LETL gt gt

ayant les propriétés suivantes :

1. On a ' '
H(E) = R'm.F.

2. De plus, pour tout b € B, on a aussi
H'(Xy, Fix,) = H'(Ep)-

Dans la section suivante, on expliquera la compatibilité des isomorphismes (1) et (2).
Dans I'immédiat, le théoreme de semi-continuité ne nécessite pas cette précision. On
va d’abord montrer comment le théoreme 13.3 entraine le théoreme 13.1.

Démonstration du théoréme 13.1. L’énoncé de semi-continuité est local. On
peut donc supposer que B est affine, B = Spec A, et que les faisceaux localement
libres £ sont triviaux de rang e;. Les différentielles d; : £/ — £ sont alors données
par des matrices M; & coefficients dans A. D’apres le théoreme 13.3, 2, on a

dimk(b)Hq(Xb, ]-"Xb) =eq— rangk(b)M|% — rcmgk(b)Mﬁ:l.

Ici la matrice M, ‘% est la matrice a coefficients dans k(b) qui est 'image de M par le
morphisme A — k(b). Le théoreme résulte donc du lemme 13.4 suivant. |

Lemme 13.4 Si M est une matrice a coefficients dans A, la fonction b — rang My,
est semi-continue inférieurement sur Spec B.

Démonstration. Le rang r(b) de M), ot b € Spec A est correspond a I'idéal premier
i € A, est le plus grand entier r tel qu'un mineur d’ordre  de M ne soit pas dans
p. Sia € A est un tel mineur, a définit un ouvert U, de Spec A, tel que p € U,. Sur
U,, a est inversible, et donc pour tout b’ € U,, on a rang My > . [

Démonstration du théoréme 13.3. Plongeons X dans B X P{CV au-dessus de
B. (Cela veut dire que le plongement j satisfait m = pry o j.) F devient alors un
faisceau cohérent sur B x P, et comme j, est exact, on a Ripri.(F) = Rim.(j.F).
En conclusion, on peut supposer X = B X IP’kN et T = pry.

On utilise maintenant la caractérisation des faisceaux plats a support projectif
donnée dans le théoréme 12.7. On sait que pour un [ suffisamment grand

R, F (1)
est localement libre. De plus, la fleche naturelle d’évaluation

™ (R°m F(1)) — F(I)
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est surjective (c’est la version relative du théoreme 2.43).
On a donc une fleche surjective

7 (R, F (1)) ®pr5‘0p]1€v(—l) —F —0.

Le terme de gauche est localement libre sur B Xy ]P’év et donc aussi plat sur B.
On en déduit par la proposition 12.3 que le noyau G de cette fleche est encore un
faisceau cohérent plat sur B. De proche en proche, on construit une résolution a
gauche de F dont le terme général est de la forme

D' =71*G' ®PT§OP§§<—51),

ot G' est localement libre sur B. Ici les i sont négatifs, le terme de degré 0 étant le
terme
m(ROmF(1)) @ prsOpy (~1)

ci-dessus, de sorte que le complexe D’ est quasi-isomorphe a F placé en degré 0.
On utilise maintenant le fait que

R, (pr3Opy (~1)) = 0, pour j # N (106)
et que pour tout faisceau cohérent M sur B Xy IP’{CV ,on a
R'm,M =0 pour j > N. (107)
De méme, on a sur chaque fibre Pﬁb)’
H (P, Owb)(—l)) =0, pour j # N, (108)
H (P, M) =0, j >N,

pour tout faisceau cohérent M’ sur }P’]kv(b).

Scindant la résolution a gauche de F par le complexe D’ en suites exactes courtes,
on conclut & I’aide des annulations ci-dessus que RVN1Pr, F est la cohomologie du
complexe induit

RNm,DP™' — RN#,DP — RNp,DPH — .,

(o1 I'on place RN 7, DP en degré N + p).
Comme RN 7, DP est localement libre, car il est isomorphe a

Gg? ®y HN(]P)Na O(—1y)),
on a bien montré la partie 1 du théoréeme, en posant
£ =GP @ HY(PY,0(~1,), i = N +p.

Il reste a voir ce qui se passe ponctuellement, c’est-a-dire apres restriction a la
fibre au-dessus d’un point b de B. Le point clé est le fait que la résolution & gauche
de F par le complexe D' fournit pour chaque b € B une résolution a gauche de ﬂpﬁf(h)

sur IP’,]C\EI)), du fait que F est plat sur B et que tous les faisceaux DP sont plats sur B
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(c’est une des raisons du passage de X’ a B x IP’{CV , car Oy n’était pas nécessairement
plat sur B).
On calcule alors la cohomologie de .7-"‘PN( : grace a cette résolution, par le méme
k(b

argument d’annulation que précédemment, (en utilisant (108) a la place de (106),
(107)), et on trouve bien que

(B, Fey ) = H(E)).

13.2 Changement de base
13.2.1 Morphisme de changement de base

Soit m : X — B un morphisme projectif et soit F un faisceau cohérent sur X.
Pour tout morphisme de changement de base :

¢c:B — B
on a la famille
X/ — B/ XBXCXipm X X/ W'ﬂorl B/

et un faisceau F' := cxF sur X',
On a une fleche de pull-back

o HY(X,F) — H'(X' | F').

On peut faire cette opération pour tous les ouverts U’ C B’ et U C B tels que
¢(U") C U. Rappelant que ' 4
R'7F', R'n,F

sont les faisceaux cohérents sur B’ (resp. B) associés aux préfaisceaux
U — H' (X, F'), U — H'(Xy, F),
on déduit des applications ca,’U un morphisme dit de changement de base :
e N (R'moF) — RnLF.

Définition 13.5 On dit que F satisfait la propriété de changement de base si les
morphismes cér sont des isomorphismes pour tout ¢ : B’ — B.

Dans la suite on considérera surtout le cas ou ¢ est 'inclusion d’un point.

13.2.2 Le théoréme de changement de base

Ce théoreme nous donne un critere pour qu'un faisceau F plat sur B satisfasse
la propriété de changement de base.

Ici on suppose que B = Spec A avec A une k-algebre integre, et que b € B
est un point correspondant a un idéal premier u de A. On note K = FracA et
k(b) = Au/pA,. Soit comme plus haut 7 : X — B un morphisme projectif et F un
faisceau cohérent sur X qui est plat sur B.
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Théoreme 13.6 Supposons que
dZmKHq(XK, .7:}() = d’imk(b)Hq(Xb, .;E]Xb).

Alors il existe un voisinage B’ de b dans B tel que Rim,F est localement libre sur
B’, et tel que pour tout b € B’, le morphisme de changement de base

Rim Fy — HY( Xy, Fix, ) (109)
est un isomorphisme.

Démonstration. Tout d’abord on observe qu’avec les notations du théoreme 13.3,
lapplication de changement de base (109) est simplement donnée par ’application
naturelle

HUE Yy — HI(E ).

(c’est précisément la compatibilité a laquelle on fait allusion apreés 1’énoncé du
théoréme 13.3). On peut supposer quitte & restreindre B que les £ sont triviaux de
rang e;. Les différentielles d; sont donc données par des matrices M; a coefficients
dans A. D’apres le théoreme 13.3, on trouve que

dimgHY( Xk, Fi) = eq —rang My g —rang My .

Ici les rangs sont les rangs des matrices M; vues comme des matrices a coefficients
dans K. (Le rang d’une matrice & coefficients dans un anneau n’a pas de sens.) De
méme on a :

dimy,y H(Xp, Flx,) = eq — rang My, — rang My_qp,

ot My, est la matrice a coefficients dans k(b) qui est 'image de M, via I'application
A — A,/ pnA,. L'égalité

dimpg HY (X, Fc) = dimyy H (X, Fx,)

entraine alors par semi-continuité inférieure du rang que les rangs de M, i et M,
sont égaux, et que les rangs de My—1 i et M,_q), sont égaux. De plus, ceci est vrai
pour b’ dans un voisinage de b.

En conclusion, quitte & remplacer B par B’, on trouve que les matrices M, et
M, sont de rang constant sur B’. On montre alors en utilisant le lemme suivant,
et surtout son corollaire 13.8 que Ker M, et Im M,_; sont des sous-faisceaux loca-
lement libres de £9, et que

HUE )y — HI(E)

est un isomorphisme pour b’ € B’. [

Lemme 13.7 Soit M : A" — A® une matrice a coefficients dans un anneau integre
A, et soit b € Spec A tel que le rang de la matrice My ) = M, /uM,, a coefficients
dans k(b) = A,/uA, soit égal au rang de la matrice M vue comme matrice a
coefficients dans K = FracA. Alors il existe f € A, f & u, tel qu’on ait sur
Spec Ay :

P =A1© Az, A} = Ay @ By,

ou Ay, Az, B1, By sont libres sur Ay, et tels que M s’identifie a la projection de A;
sur Ao suivi de l'injection de Ao dans A;.
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Le corollaire suivant est immédiat.
Corollaire 13.8 Pour tout b € Spec Ay, on a sous les mémes hypothéses :
Ker My, = (Ker M)y,
Remarque 13.9 Notons aussi que 1’égalité
Im M, = (Im M),

est aussi satisfaite en général, comme conséquence de I'exactitude a droite du fonc-
teur ®a,k(b).

Démonstration du lemme 13.7. Soit e le rang de M sur K. Alors tous les
mineurs de taille (e + 1,e + 1) de M s’annulent dans K, donc aussi dans A. Donc
les mineurs de taille (e + 1,e + 1) de la matrice My, qui sont ceux de M modulo
p s’annulent. L’hypothese est que le rang de la matrice My, est e, de sorte qu’il
existe un mineur de taille (e, e) de M), qui ne s’annule pas. Soit f € A le mineur
de M correspondant. On a donc f & p et p € Spec Ay. On peut supposer quitte a
permuter les bases de A" et A% que le mineur considéré est obtenu en prenant les e
premieres lignes et les e premieres colonnes de M. Posons

Ay = A C AT,

ou 'inclusion est celle des e premieres composantes, et soit A1 := Ker M.
On va montrer que Ay est projectif sur Ay, (et donc localement libre sur Spec Ay),
et plus précisément que A; est un facteur direct de A;} :

}:Al@AQ.

~

De plus, M fournit un isomorphisme Ay = Im M, et A5 = ImM C A‘} est en
facteur direct.

Comme le premier mineur de taille (e, e) de M est inversible dans Ay, la matrice
M, constituée des m;;, i < e, j < e, est inversible sur Ay. Soit m un vecteur colonne
de M, et m, le vecteur colonne obtenu en prenant ses e premieres composantes.
Comme M, est inversible sur A, on peut écrire

Me = E a;imie, a; € Ay,
i<e

ot les a; sont obtenus & l'aide de la matrice M !, & coefficients dans Ay. Comme
les mineurs de taille (e +1,e+ 1) de M sont nuls, et en particulier ceux extraits des
e premiers vecteurs colonnes m;, ¢ < e de M et de m, on trouve qu’on a en fait la

relation
m = E a;m;.
i<e

En conclusion, on a construit une projection p de A} sur Ag, donnée par M_ Lop.oM,
ol pe est la projection de Ajc sur A? engendré par les e premiers vecteurs, satisfaisant
la propriété :

M = M op. (110)
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La formule (110) ci-dessus montre que Id — p est une projection sur Ker M C A;}.
Soit par ailleurs
Tr:MoMe_lope:Ajc—)As,

Alors
ToM=MoM; 'op.oM=Mop=M,
et de plus
7r2:ﬂoMoMe_lope:MoMe_lope:W.
Donc 7 est une projection sur I'm M, et on sait aussi que ImM = Im M op = Ay
puisque M, 4, est injective.
|

13.3 Application a la cohomologie de de Rham
13.3.1 La connexion de Gauss-Manin

Point de vue complexe. Soit m: X — B un morphisme submersif et propre entre
variétés complexes. (On pourrait en fait remplacer ici variétés complexes par espaces
analytiques, et formuler la définition adéquate garantissant que 7w : X — B est une
famille de variétés complexes lisses.)

Localement au-dessus de B, cette famille est topologiquement triviale. C’est-a-
dire que pour tout 0 € B, il existe un voisinage U C B de 0 tel qu’il existe

t:XUgX()XU

ou le difféomorphisme ¢ est une trivialisation au-dessus de U, au sens ol proot = .
U admet une base d’ouverts V' qui sont contractiles (des boules par exemple), et
donc
H'(Xy,C) = H(Xy,C), Vi > 0.

Par définition, cela signifie que le faisceau
R'm,C

est localement constant sur B (c’est-a-dire qu’il est localement isomorphe a un fais-
ceau constant : ce qu’on a vu plus haut montre qu’au voisinage de 0 il est isomorphe
au faisceau constant de fibre H'(X,, C)).
Soit
H' = R'1.C ®c Op.

Les sections de H* s’écrivent localement au voisinage de 0 sous la forme :
a = 5 Qs0g,
S

oil o4 est une base de H*(Xy,C). On pose

Va ::Zas®das eH ®Qp.

Comme deux trivialisations du faisceau localement constant R'w,C sur des ouverts
U, U’, induisant comme ci-dessus des trivialisations du fibré H* sur U et U’, different
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sur U NU’ par Paction d’une matrice & coefficients constants, (donc annulés par d),
on trouve que Va est défini indépendamment de la trivialisation.

La forme locale de V rend évidente que V est une connexion, et aussi qu’elle est
plate, c’est-a-dire qu’elle satisfait

VoV=0:H - H 0%,

puisque dans une trivialisation adéquate, elle agit comme la différentielle extérieure
sur les coordonnées. (On rappelle ici que V a été étendue par la regle de Leibniz en
un opérateur différentiel du premier ordre

H @O — H @ N%,

ce qui permet de donner un sens & Vo V.)
Cette connexion est appelée la connexion de Gauss-Manin.

La construction de Katz. On observe tout d’abord que
H' = Rin (n71Op).

D’autre part, on a la version relative du lemme de Poincaré holomorphe 8.8, qui
montre que 7~ 'Op admet une résolution par le complexe de de Rham relatif

Qy/p;
ou
l
Oy = /\QX/B, Qu/p = Qx /7" Qp.

La différentielle relative d est induite par la différentielle absolue (on note que QZX /B

est le quotient de QZX par Qg A le_l)
La résolution de Poincaré holomorphe relative nous donne la description suivante
de H' :
H' = R'm(Qy ),

ol les R, sont ici les foncteurs “hyperdérivés” du foncteur .. Rappelant la formule
définissant les faisceaux de formes différentielles holomorphes relatives :

Qy/p = /(70 A QYY)
on introduit le faisceau G! défini par
G' = Qb p/m O A QL.
On a une différentielle induite par d :
gl N gl+1

et une suite exacte de complexes

OHQ;/IB®7(*QB—>Q' —>Q'X/B—>(),

184



ou la différentielle sur Q');/IB ® 7*Qp est induite par la différentielle relative (qui est

1O p-linéaire). On en déduit une suite exacte longue des foncteurs dérivés de T,
qui fournit
i : i+1 —1
RZW*(QX/B) — R'f W*(QX/B) ® Qp,
c’est-a-dire :
H — H @ Qpg.

On peut montrer que cette fleche n’est autre que la connexion de Gauss-Manin.

L’intérét de cette construction due a Katz est qu’elle est “algébrique” au sens
suivant : supposons que m : X — B soit la version analytique d’un morphisme
projectif submersif ¢ entre variétés quasi-projectives complexes Y et C, c’est-a-dire

X =)™ B=(C" W:gf)cm.

On dispose de la version algébrique du complexe de de Rham relatif et du complexe
G défini ci-dessus, de sorte qu’on a

)an
)

Qy/p=(Qyc

et de méme définissant

I _ ol 2 -1

M = Qy/c/ﬂ'*ﬂc AN,
on trouve que
G = ( M~)an'

Le théoreme GAGA de Serre (ou plutot sa version relative) nous fournit des isomor-
phismes

H = RZ(?*(jS/c)a”,
et la construction de Katz nous fournit la version algébrique de la connexion de
Gauss-Manin :

V: R'6u(Qy0) = R'o(Qy0) ®@oc Qe

13.3.2 La propriété de changement de base pour les HP¢

Soit X un schéma analytique de sous-schéma réduit sous-jacent X lisse et com-
pact. Soit m : X — S une application submersive, ot S est un schéma artinien
local, (on supposera pour simplifier S = SpecC[t]/(t"!)), la fibre centrale étant
isomorphe a X. En d’autres termes, X est une déformation d’ordre fini n de X
paramétrée par S.

Théoreme 13.10 Si X est kahlérienne, les faisceaux RqW*Qg(/S sont libres sur S.

Démonstration. Soit S = Spec A, A = C[t]/(#"*1). Pour un module M de type
fini sur A, on a deux invariants associés a M :

- D’une part la longueur I(M), qui est dans notre cas la dimension comme C-
espace vectoriel de M ;

- D’autre part le rang de Mg := M/ MM sur le corps C = A/MA, ou M =tA
est I'idéal maximal de A.

On a la caractérisation suivante des A-modules libres :
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Lemme 13.11 M est localement libre sur A si et seulement si
[(M) = rang(Mp)I(A).
(Ici l(A) =n+1.)

Démonstration. En effet, on prend une base e;, 1 <i < rang(M)), de M|y, qu’on
remonte dans M, soit f; € M. Le lemme de Nakayama montre alors qu'on a une
surjection

®;Af; — M.

D’ou, par ’additivité de la longueur, 'inégalité
I(M) < rang(Mio)i(A)

avec égalité si et seulement si cette fleche est un isomorphisme. [

Regardons le complexe de de Rham relatif 2%, /s et considérons
H = Rkﬂ*ﬂzy/s.

On utilisera le lemme suivant que 'on pourra appliquer a H vu l'existence de la
connexion de Gauss-Manin sur H

V:H— H®Qg.
Lemme 13.12 Soit H un faisceau cohérent sur Spec A, admettant une connexion
Vi:H— H®aQ0c.

Alors H est un module libre sur S.

Démonstration. Soit ey, ..., e, une base de H)p, qu'on remonte en un systeme de
générateurs €1, ...,€. de H. Soit K le noyau de 'application
AT H, (a1,...,0,) = Y aié;. (111)
i

Pour 0 # h =), a;é; € K C H, on doit avoir

Vh = ZaZ-VéZ-—I—Zdai@éi = 0 dans H®QA/(C-

Soit s le plus petit ordre d’annulation d’un coefficient a; associé comme ci-dessus a
un élément h € K. Alors on a s # 0 car 'application (111) induit un isomorphisme
apres tensorisation par C, et donc da; # 0. Or da; = b;dt, ou b; s’annule a un ordre
< 5. On obtient donc une contradiction, et on conclut donc que K = 0. [

Or on a par ailleurs la suite spectrale associée a la filtration de Hodge sur le
complexe de de Rham relatif. Le terme E}'? est Rqﬂ'*QI:\, /5" Comme H admet une

filtration dont les gradués sont les E%? qui sont eux-mémes des quotients de sous-
objets de EP"?, on trouve donc que

I(H) = rang(Ho)l(A) < S 1(EP9). (112)
ptg=k
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Par ailleurs, on a aussi
I(EPT) = Z(RqW*QI:\,/S) < U(A)rang(H1 (X, %)), (113)

avec égalité si et seulement si E"? est localement libre, comme le montre le théoréme
13.3.
Comme X est kdhlérienne, on a aussi, par dégénérescence en Fq pour X,

rang(H) = Z rangH(X, Q% ), (114)
pta=k

et en combinant ceci avec (112) et (114), on obtient que 1’égalité a lieu dans (113)
et donc que quﬂi /s est localement libre.
|
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